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出 版 说 明 


现代 自然 科学 和 技术 的 发 展 ， 正 在 改变 着 传统 的 学 科 划 分 和 
科学 研究 的 方法 .“ 数 、 理 、 化 、 天 、 地 、 生 ”这 些 曾 经 以 纵向 发 展 为 
主 的 基础 学 科 , 与 日 新 月 异 的 新 技术 相 结合 ， 使 用 数值 、 解 析 和 图 
形 并 举 的 计算 机 方法 ， 推 出 了 横 跨 多 种 学 科 门类 的 新 兴 领域 ， 这 
种 发 展 的 一 个 重要 特征 , 可 以 概括 为 “ 非 " 字 当头 , 即 出 现 了 以 “ 非 ” 
字 起 首 而 命名 的 一 系列 新 方向 和 新 领域 ， 其 中 ， 非 线 性 科学 占有 
极其 重要 的 位 置 。 这 决 非 人 们 “想入非非 ”而 是 反映 了 人 类 对 自 
然 界 认识 过 程 的 螺旋 式 上 升 . 

曾几何时 ， 非 线性 还 被 人 们 当 作 个 性 极 强 ， 无 从 逾越 的 难题 ， 
每 一 个 具体 问题 似乎 都 机 求 发 明 特 殊 的 算法 , 运用 新 颖 的 技巧 . KR 
然 ,力学 和 数学 早 就 知道 一 批 可 以 精确 求解 的 非 线性 方程 , 物理 学 
也 曾经 严格 地 解决 过 少数 非 平庸 的 模型 。 不 过 ,这些 都 曾 是 稀 如 
AERA FLE” S i, 人 们 还 没有 悟 出 它们 的 普遍 启示 , UK 
有 看 到 它们 之 间 的 内 在 联系 . 

20 世 纪 60 年 代 中 期 ， 事 情 从 非 线 性 现象 的 两 个 极端 同时 发 
生变 化 ， 一 方面 , 描述 浅水 波 运动 的 一 个 偏 微分 方程 的 数值 计算 ， 
揭示 了 方程 的 解 具 有 出 奇 的 稳定 和 保守 性 质 ， 这 启发 人 们 找到 了 
求解 一 大 类 非 线 性 偏 微 分 方程 的 普遍 途径 ， 即 所 谓 “ 反 散射 "方法 ， 
反 散 射 方 法 大 为 扩展 了 哈密 顿 力学 中 原 有 的 可 积 性 概念 ， 反 映 了 
这 类 方程 内 乘 的 对 称 和 保守 性 质 ， 到 了 80 年 代 , 反 散 射 方法 推广 
到 量子 问题 ,发 现 了 可 积 问 题 与 统计 物理 中 严格 可 解 模型 的 联系 ， 
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60 年 代 初期 还 证 明了 关于 能 不 可 积 保守 系统 普遍 性 质 的 KAM 定 
E., 于 是 , 非 线性 问题 的 可 积 的 极端 便 清楚 勾 划 出 来 ,成 为 一 个 广 
泛 的 研究 领域 ， 曼 然 这 里 的 大 多 数 进展 还 只 限于 时 空 维 数 殊 低 的 
系统 ， 但 它 对 非 线 性 科学 发 展 的 促进 作用 是 不 可 估量 的 . 

另 一 方面 ， 在 “不 可 积 ” 的 极端 ， 对 KAM 定理 条 件 的 “反面 
文章 "， 揭 示 了 保守 力学 系统 中 随机 性 运动 的 普遍 性 ， 而 在 耗 散 
系统 中 则 发 现 了 一 批 育 怪 吸引 子 和 混沌 运动 的 实例 ,这 些 研 究 
迅速 地 融 成 一 片 ， 一 些 旱 年 被 认为 是 病态 的 特例 也 在 新 的 观点 下 
重新 认识 .原来 不 含有 任何 外 来 随机 因素 的 完全 确定 论 的 数学 模 
型 或 物理 系统 ,其 长 时 间 行为 可 能 对 初 值 的 细微 变化 十 分 敏感 ， 同 
投 搓 仇 子 一 样 地 随机 和 不 可 预测 。 然 而 , 混沌 不 是 无 序 , 它 可 能 包 
含 着 丰富 的 内 部 结构 - 

同时 ,由 于 计算 科学 特别 是 图 形 技术 的 长 足 进步 , ANANE 
解 和 模拟 出 许多 过 去 无 从 下 手 研究 的 复杂 现象 .从 随机 与 结构 共 
存 的 涡流 图 象 , 到 自然 界 中 各 种 图 样 花纹 的 选择 与 生长 ,以 及 生物 
形态 的 发 生 过 程 , 都 开始 展现 出 其 内 在 的 规律 . WRK, RAAK 
主要 是 非 线性 系统 的 时 间 演 化 行为 ， 则 这 些 复杂 系统 要 研究 的 是 
非 线性 地 耦合 到 一 起 的 大 量 单元 或 子 系统 的 空间 组 织 或 时 空 过 
程 。 标 度 变换 下 的 不 变性 、 分 形 几 何 学 和 重 正 化 群 技术 在 这 里 起 
着 重要 作用 . 

在 由 上 述 种 种 方面 汇 成 的 非 线 性 科学 洪流 中 ， 许 多 非 线性 数 
学 中 早已 成熟 的 概念 和 方法 开始 向 其 他 学 科 扩散 ， 同 时 也 提出 了 
新 的 深刻 的 数学 问题 。 物理 学 中 关于 对 称 和 守恒 , MARK, WE 
和 重 正 化 群 的 思想 ， 也 在 日 益 增多 的 新 领域 中 找到 应 用 ,“ 非 线 
性 ?一 词 曾经 是 数学 中 用 以 区 别 于 “线性 问题 的 术语 , 非 线性 科学 
正在 成 为 跨 学 科 的 研究 前 沿 . 各 门 传统 学 科 中 都 有 自己 的 非 线性 
篇 章 , 非 线性 科学 却 不 是 这 些 篇 章 的 总 和 .。 非 线性 科学 揭示 各 种 
非 线性 现象 的 共性 ,发 展 处 理 它们 的 普 适 方法 . 

这 样 迅猛 发 展 的 足 学 科 领 域 , 很 难 设想 用 少数 专著 加 以 概括 ， 


MREARRMEDHAGEARBARUR 结 成 书 的 地 步 .于 
是 ,有 了 动员 在 前 沿 工作 的 教学 和 研究 人 员 , 以 集体 力量 撰写 一 大 
“ 非 线 性 科学 丛书 ”的 想法 . 在 上 海 科 技 教育 出 版 社 的 大 力 支持 下 ， 
这 一 计划 得 以 付 诸 实现 . 

这 套 “ 非 线性 科学 丛书 "不 是 高 级 科普 ， 也 不 是 大 其 专著 ， 它 
将 致力 于 反映 非 线 性 科学 名 个 方面 的 基本 内 容 和 最 新 进展 ， 帮 助 
大 学 高 年 级 学 生 、 研 究 生 、 博 士 后 人 员 和 青年 教师 迅速 进入 这 一 自 
学 科 的 新 领域 ， 同 时 为 传统 自然 科学 和 工程 技术 领域 中 的 研究 和 
教学 人 员 更 新 知识 提供 自学 教材 ， 非 线性 科学 的 全 绞 将 由 整套 从 
书 刻 划 , 每 册 努 力 讲 清 一 个 主题 , 一 个 侧面 ,而 不 求 面 面 俱 到 ,以免 
失 之 过 泛 ， 在 写作 风格 上 ,， 作者 们 将 努力 深入 浅 出 , 图文并茂 , 文 
WEE; 力求 有 实质 内 容 , AZARO, NUEN HAN RR 
读者 。 从 读者 方面 , 自然 要 求 具备 理工 科大 学 本 科 的 数学 基础 ,和 
读书 时 自己 主动 思索 与 推导 的 习惯 ， 

“ 非 线 性 科学 从 书 ” 的 成 功 , 取决 于 读者 和 作者 的 支持 。 我 们 
衷 仿 欢迎 批评 和 建议 。 


地 柏林 
1992 年 4 月 30 日 于 北京 中 类 村 
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介绍 有 关 哈 密 顿 (W. R. Hamilion ) 动 力 系统 理论 的 书 ， 目 
前 已 有 不 少 ， 作 者 并 不 打算 在 本 书 中 全 面 介绍 这 方面 的 理论 ， 本 
书 的 重点 是 介绍 KAM 理论 .车 要 以 运动 的 形态 划分 , 这 部 分 所 涉 
及 的 当 属 规则 运动 范畴 . 

作为 20 世纪 最 重要 的 数学 成 就 之 一 , KAM 理论 对 其 它 学 科 
如 物理 学 、 天 文学 和 力学 的 影响 是 深远 的 ， 例 如 , 运动 稳定 性 一 直 
是 动力 学 的 一 个 重要 问题 . 李 雅 普 诺 大 (A.M.JLmmyHoB) 运动 稳定 
性 理论 主要 是 针对 耗 散 系统 的 。 由 于 哈密 顿 系统 具有 的 特征 值 一 
正 一 负 或 成 对 出 现 ， 故 此 系统 具有 运动 稳定 性 的 必要 条 件 是 所 有 
特征 根 为 纯 虚数 ， 这 恰恰 是 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 理论 中 难以 处 理 的 
临界 情形 .太阳 系 中 特 罗 央 (Trojan) 小 行星 群 , 希腊 (Greek) 小 行 
星 群 位 于 与 太阳 、 木 星 成 等 边 三 角形 的 顶点 , 它 正好 是 太阴、 木星 、 
小 行星 限制 性 三 体 问题 渗 芝 方程 的 平衡 解 位 置 。 关 于 这 种 小 行星 
群 抽 运动 稳定 性 ， 涉 及 到 哈密 顿 系统 平衡 解 的 稳定 性 问题 . 由 于 
李 雅 普 诺 夫 运 动 货 定 性 理论 不 适用 于 这 类 问题 ， 而 关于 哈密 顿 系 
统 的 稳定 性 的 结果 甚 少 ， 致 使 这 一 问题 长 期 不 能 得 到 解决 ， 直 到 
KAMERKA. 

Hin PE EAST BU AE, WA TR HR BT HE 
用 变量 , BoC ARE. H =H); 其 运动 方程 为 

t-0, -2H ol) (I, p) ER™ 


匠 有 的 运动 均 为 居 著 或 拟 周期 运动 ， 始 终 在 不 变 环 面 上 ， 当 系统 
仅 具有 两 个 自由 度 时 , 由 于 有 能 量 积分 , 运动 始终 被 限制 在 三 维 流 
形 上 ， 二 维 环 面 将 三 纵 流 形 分 成 互 不 连通 的 两 部 分 ， 当 自由 度数 
RDFA, 系统 不 只 有 这 种 性 质 ， 可 异 的 是 可 积 险 密 顿 系统 
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非常 稀少 , 实际 问题 中 大 量 的 是 受 扰 可 积 哈密 顿 系 统 , 相应 的 函数 
TURR H=Ho(I)+eP(L, pg)， 其 中 Ho HERRA, aP HR 
动 项 ， 对 于 一 般 系统 , 有 例子 说 明 即使 当 s 非常 小 时 , 也 会 引起 运 
动 性 质 的 巨大 变化 ， 令 人 吃惊 的 是 , 对 于 这 种 类 型 的 哈密 顿 系统 , 
KAM 理论 证 明 大 部 分 不 变 环 面 仍然 存在 ， 只 是 有 微小 变形 ， 但 是 
破裂 的 环 面 也 构成 筒 密 集 ， 以 前 人 们 曾 试图 通过 一 系列 变换 使 得 
H=Hy+eP 在 一 个 开 集 上 越 来 越 逼 近 一 个 可 积 哈 密 顿 函数 ， 但 
由 于 小 分 母 的 存在 ， 导 致 变换 函数 的 级 数 不 收 化 ， 如 今 ， 由 KAM 
理论 给 出 的 几何 图 象 我 们 不 难 明了 为 何 这 种 努力 一 直 不 能 成 功 . 
这 种 系统 原来 就 不 是 在 一 个 开 集 中 可 积 、 柯 尔 黄 哥 洛 夫 (A.H. 
Koxxorop0s) 在 1954 年 首先 提出 用 牛顿 (I, Newton) 快速 迭代 法 
来 克服 小 分 母 问 题 , 阿 诺 尔 德 (V. I Arnold) 在 60 年 代 证 明了 解 
析 的 哈密 顿 系统 的 KAM 理论 , 而 与 此 同时 , MRI. K. Moser) 运 
用 纳什 - 莫 泽 技巧 , 证 明了 保 面积 扭转 映射 的 KAM 理论 , 系统 无 需 
解析 , 只 要 有 333 阶 可 微 性 即 可 . 

KAM 理论 有 着 重要 的 理论 价值 . 如 直接 否定 了 哈密 顿 系统 
的 遍历 性 猜测 ， 解 决 了 长 期 悬而未决 的 特 罗 央 小 行星 群 运动 稳定 
性 问题 等 ， 不 仅 如 此 , 作为 一 种 数学 工具 ， 证 明 KAM 理论 的 方法 
在 常 、 偏 微分 方程 理论 中 也 得 到 广泛 应 用 ， 难 得 的 是 , 作为 一 门 理 
论 , 它 并 不 涉及 过 多 的 抽象 数学 理论 。 要 掌握 它 , 除去 哈密 顿 系统 
的 最 基本 知识 外 ， 只 需要 扎实 的 数学 分 析 基 本 功 和 耐心 ， 这 一 理 
论 的 证 明 由 于 包含 精细 的 估计 和 而 较 长 ， 目 前 国内 外 尚 无 一 书 较 完 
整地 介绍 这 方面 的 研究 成 果 . 本 书 的 主要 目的 是 将 这 一 理论 介绍 
给 读者 ， 以 便 使 读者 了 解 这 一 方面 的 基本 理论 、 最 新 进展 以 及 尚 
待 解决 的 问题 ， 需 要 指出 ， 作 者 只 试图 给 出 理论 证 明 的 思路 ， 并 
不 给 出 严格 证 明 . 若 要 给 出 严格 证 明 ， 恺 非 本 书 的 篇 幅 所 能 容 
纳 . 

本 书 共 分 三 章 ， 第 1 章 简单 介绍 哈密 顿 动力 系统 的 最 基本 知 
识 ; 第 2 章 介绍 KAM 理论 ， 这 是 本 书 的 重点 ; 第 3 ANALE (I. 


Mather), 随机 层 以 及 关于 阿 诺 尔 德 扩散 的 图 象 ， 作 为 KAM 环 
面 破裂 后 的 残余 , 马 瑟 集 上 的 运动 还 是 属于 有 序 运动 范畴 , 这 方面 
的 结果 有 严格 数学 理论 ， 关 于 无 序 (复杂 ) 运 动 的 描述 ， 且 前 还 有 
相当 一 部 分 停留 在 数值 研究 ， 畏 之 以 现 有 理论 而 加 以 合理 想象 而 
得 到 的 图 象 上 .要 得 到 严格 的 理论 结果 还 需要 长 期 艰苦 的 癸 究 . 
由 于 作者 学 识 有 限 ， 加 之 成 书 仓促 , 内 容 取 会 愁 有 不 妥 之 处 ， 
错误 亦 在 所 难免 ， 至 盼 读者 不 咨 指教 , 以 便 进一步 修改 、 


作 者 
1995 年 | 月 于 南京 大 学 


Abstract 


This book is concerned mainly with the dynamical 
behavior of Hamiltonian systems. The emphases are put on 
the subjects such as the KAM theory and the theory of 
Mather set. It is well known thar the KAM theory is the 
breakthrongh of mathematics in this century, it has 
profound influence on physics and mechanics. The authors 
introduce reader the formulation of this theory, the sketch 
of its proof, its various extensions, the newest developments 
and some open problems, 
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第 1 章 


哈密 顿 动力 系统 


Sl 输 密 顿 方程 与 拉客 朗 日 方程 


大 量 的 物理 、 力 学 与 天 文 问题 的 数学 模型 是 由 哈密 顿 方 程 或 
PABA. L. Lagrange) 方 程 表示 的 .对 于 哈密 顿 方 程 ， 系 统 
的 变量 一 般 是 由 nw 对 共 思 变量 表示 , (P, 9)= (pi, Po s Pas Qs 
92, s In). TEM 一 般 称 为 系统 的 广义 华 标 , DER 称 为 广义 动 
量 ，M 是 一 个 nn 维 流 形 , -一般 称 为 系统 的 构 形 空间 ， 对 于 %% 质 点 
系统 , 如 果 它 们 服从 牛顿 运动 定律 , 而 且 未 受到 任何 约束 ， 则 其 构 
形 空间 是 Re"( 每 个 质点 有 3 个 自由 度 )， 而 对 一 个 数学 双 摆 而 言 ， 
第 一 个 质点 的 运动 是 约束 在 圆周 上 的 ， 当 此 质点 的 位 置 确定 以 后 
第 二 个 质点 的 位 置 也 被 约束 在 圆周 上 ， 因 此 这 个 数学 双 摆 系统 的 
WEST’, 一 个 二 维 环 面 ， 这 显然 是 一 个 紧 流 形 ， 对 于 拉 格 
朗 日 系统 ， 系 统 的 状态 是 由 广义 坐标 和 广义 速度 来 表示 的 , (4, 9) 
= (g1, 92, ***, gn, gy da, aag da), REg 是 表示 du 关于 时 间 的 
导数 ， 从 微分 拓扑 的 观点 来 看 , 哈密 顿 系统 的 相 空间 是 流 形 M 的 
RMA, 而 拉 格 朗 日 系统 的 相 空间 是 M 的 切 从 ， 例 如 对 于 数学 双 
H, 两 个 质点 的 运动 速度 是 然 是 T? 上 的 切 向 量 , 而 广义 动量 (pi， 
po) WE T(T?) 上 的 一 个 泛 函 , 它 作用 到 一 个 切 向 量 上 我 们 便 得 到 


系统 的 总 能 量 如 一 二 (pads + pods) = Hogt mad), 因而 广义 


动量 自然 是 余 切 从 上 的 量 . 如果 用 拉 格 朗 日 方程 来 表示 系统 的 运 
动 , 它 一 般 可 以 表示 为 一 个 泛 函 的 欧 拉 ( 工 . Euler) 方 程 , 即 系统 的 
1 


PIE DALAM IE 
@(q)= f° Ia, 4, Dat, (1.1) 


如 果 两 端点 国定 , 如 果 g=g(b) BOC) MILA, Woe) BRL 
格 朗 日 方程 ; 

d OL oan 

G og > ðq d (4.2) 
由 拉 格 朗 日 量 可 以 得 到 哈密 顿 量 , 这 由 勒 让 德 (A. M. Legendre) 
变换 相 联系 ， 定 义 Ap, q, )—<p, O-LG, 4, $), HC, > 
表示 经 典 意义 下 的 内 积 ， 这 时 9 可 以 用 (p, g, ORR, KAR 


系 由 
aoe (1.8) 

来 确定 ， 这 种 变换 确实 可 行 的 前 提 , LA.) WABI, — 

个 充分 条 件 为 卫 是 9 的 凸 函数 . Xii, H 也 是 9 的 凸 函 数 ， 对 


五 (2，9, DREMA 
aH = 2 dp+ FE ag SE dt, 


op ôg 
ZARETE, OL (p= TENREM 
ðL 


aH =¢ dp— Sag Fe di, 


因此 有 9 qq? aT 责 ， 
再 利用 拉 格 朗 日 方程 , 可 得 哈密 顿 方程 
zH ,~ — OH 
和 人 人 (1.4) 


0 -~I 
引入 记号 w=(p, .J=( 7“ Jo Romus RANE 


的 形式 
2=J ve 万 ， 


其 中 了 为 n 阶 单位 阵 ， 对 于 显 含 变量 RR, RITA 
将 相 空 间 从 2n 维 扩充 成 2%+2 维 .在 新 的 空间 中 哈密 顿 方程 就 是 
自治 方程 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 设 瑟 不 显 含 i 给 定 这 样 一 个 哈密 


顿 量 ， 我 们 得 到 一 个 向 量 扬 (一 名-， 儿 2)、 设 由 此 向 量 声 确定 
的 哈密 顿 方程 的 解 在 ER 上 都 有 定义 . 

ELL 相 流 是 一 个 相 空间 的 单 参数 变换 群 : 

FPO), g0) PE), gt)), 

其 中 (p(s), g(t) BITRE) HM, 

哈 害 顿 方程 确定 的 相 党 有 着 一 系列 特殊 性 质 ， 其 中 一 个 重要 
性 质 便 是 保 体积 . 

定理 1( 刘 维尔 ) 哈密 顿 术 流 保 体积 :对 任何 区 域 D, 

meas( f'D)= meags(D). 

这 里 mons AAR My MACE. L. Lebesgue) 测 度 . 

定理 工 的 证 明 很 容易 ， 待 后 面 明了 哈密 琐 尝 保持 六 结构 不 变 
这 一 性 质 , 此 定理 便 是 简单 推论 ， 刘 维尔 (J. Liouville) 的 这 一 定 
理 有 着 许多 重要 应 用 。 例 如 在 一 个 哈密 屯 系 统 内 不 可 能 存在 渐 近 
稳定 平衡 点 和 浙 近 稳定 极限 环 ， 刘 维尔 定 再 还 使 我 们 能 够 应 用 志 
历 理论 方法 研究 动力 系统 ， 一 个 简单 的 例子 便 是 ， 

定理 &( 席 加 莱 回 归 定理 ) 设 了 是 保 体积 、1-1 对 应 的 连续 
映射 , 并 将 一 个 有 界 区 域 刀 喘 到 自身 :7 一 卫 , TEN D HER- 
点 的 任 一 邻 域 w BPEC 在 了 作用 下 ， 它 的 轨道 能 够 加 到 
内 ， 即 存在 n>0 使 得 f"(%) Eu, 

证 明 HE w HOM, 

u, fu, fru, 0, fru, 

所 有 的 象 都 具有 相同 的 体积 ， 如 果 这 些 象 始终 不 相交 ， 则 刀 的 体 
BRAK. WMA k>OID0k>1 BE full fue, HET 
Bf ullueD, Kye fully, Fie oC, y= fe, 定理 得 
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哈密 顿 系统 的 一 些 特殊 性 质 要 用 泊 松 (8. D. Poisson) 括号 
来 表示 ， 设 及 .也 和 GG 是 uCR”xR 上 的 光滑 实 信函 数 ,定义 了 
和 G 的 泊 松 括号 为 

ir, a-vrsva-($E, 32) (a, 到) 
显然 , {F，G]} 是 w 上 的 光滑 实 值 夯 数 ， 容 易 验证 {.，,} 反 对 称 、 双 
线性 并 满足 雅 可 比 (0. G. J. Jacobi) EER 

{F, {G9, H}}+{G, {EB, F}}+{H, {F, G}}=0. 

Bp(t),¢(O)EHEA.A NM, HIE FC) =F OG), 0) t), 

HIRREN, 得 
Ge riy-(F +, m), 0), 9. aD) 


"ir oH 
Be CHCE 


定理 8 RF GMA MLE, 并且 不 显 含 泳 那么 

(1) 卫 是 (1.4 的 首次 积分 当 且 仅 当 {F, H}=0, 

Gi) 五 是 (1.4) 的 积分 

(ii) MRF 5 G 都 是 (1.4) 的 积分 ,那么 {了 ,Gj 也是， 

(iv) {PF， 豆 } 是 忆 沿 着 (1.4) 的 解 的 关于 t 的 变化 率 . 

证 明 (DEE KEXLS.5)FA; (1) hia; 利用 雅 可 
比 恒等式 可 得 ii TIA (1b) aa iv, 

在 自治 情况 下 ， 豆 fy TtRETRANARBRERE 


CORPER. 
ERA 如 果 是 互 的 局 部 极 大 或 极 小 点 则 在 李 雅 普 诺 
夫 意 义 下 是 稳定 的 . 


证 明 ”不 失 一 般 些 . 没 五 (0)=0, 0 是 互 的 极 小 值 。 这 时 存 

在 ”>0, 使 及 (2) 在 0<lwj<m 上 取 正 值 ， 对 任意 a>0, R= 

min{s, n}, M=min{H(a), o] =Z}. 既然 卫 (0)=0, HAH 

连续 ， 存 在 3>0 使 得 当 |ol<Sat H(o)<M. MR || <d, 那 

AMA t, H(w(t, mo)) 过 用 ， 因 而 有 z(t, zo)|< 级 <s， 如 车 
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不 然 , FEVER HB lo, 0) 1-B, HR A (a(t, mo)) >M 
矛盾 . 

为 了 研究 哈密 顿 动力 系统 , 我 们 要 借助 于 辛 流 形 、 辛 几何 中 一 
系列 慨 念 . 性 质 ， 因 此 ,在 下 面 的 几 节 中 ， 我 们 将 简单 介绍 一 下 这 
方面 的 初步 知识 . 


§2 闻 向 量 空 间 


一 个 向 量 空间 V 上 的 双 线 性 形式 是 一 个 映射 0: V xV>R, 
并 且 当 固定 其 中 一 个 变量 时 ， 是 关于 另 一 个 变量 的 线性 映射 。 如 
FAM ER EAO, MAE NEV, iE Q(E, n) 40, 此 双 线 性 形式 称 为 
非 退 化 的 ， 向 量 空间 六 上 的 非 退 化 双 线性 形式 如 果 还 满足 反对 
称 性 , 即 QCE, nm) = 一 Q(m,)， 我 们 称 此 形式 为 辛 形式 .一 个 具 
有 辛 形式 的 向 量 空间 称 为 辛 向 量 空间 ， 通 常 记 为 (7， 2), Q 称 为 
辛 结构 . 

[01] R” 上 的 标准 正 交 基 记 为 @:( 这 里 $=1, 2, +, Qn), 
通过 定义 辛 形式 On 作用 在 标准 正 交 基 上 的 取 值 ， 即 可 完全 确定 
此 辛 结构 ， 定 义 当 IKIN, Asler, Cn) =1=— ACen, &), 
WU EER i j, WE Qal, 9;) 一 0. 

BV, DAW, DREFN. M-TRERH fV >W 
使 其 拉 回 S'IA, WH f RAR. 映射 的 拉 回 是 指 IE, n) 
=DE), fin), VEnEV, 由 辛 上 映射 的 定义 , 可 知 : 

定理 1 线性 辛 映射 是 单 射 . 

证 明 Rockers, 对 任意 YEV,， Qo, y)=2(f(m), f(y)) 
=0, 

如 果 一 个 线性 辛 喘 射 还 具有 线性 同 构 的 性 质 , 即 线性 的 , 双向 
可 逆 的 ， 则 称 为 线性 辛 同 构 ， 这 种 情况 下 ， 我 们 称 六 W AER 
构 ” 从 而 可 以 在 辛 同和 这 一 层 意义 上 将 二 者 视 为 等 同 的 . 

定理 2 ( 达 布 ) 任何 辛 向 量 空间 都 具有 偶 次 维 , 对 任意 整数 ， 


5. 


n>, 总 存在 一 个 辛 空间 , 其 维 数 为 2%， 即 (R”, 0,:)， 任 何 两 个 
RAMA WES REMAN. 

MEWEVH—-7TSR, TH LEAH AR AW 
E, 即 21w, 这 相当 于 将 映射 O.VxVoR 限制 到 WXWCVXxV 
上 ， 车 引入 包含 映射 WV, Aly=sO, WR AO 是 非 退化 
B, WW, 81w) 是 一 个 辛 空间 ， 称 为 (Y, 9) 的 辛 子 空间 ， 关 于 
AQ， 还 可 以 引入 “ 福 正 交 * 的 概念 ， 一 个 向 量 & 称 辛 正 交 于 是 指 
QE, 0)=0. WwW EV 中 的 辛 正 交 补 . 

定理 3 一 个 辛 子 空间 W 的 辛 正 交 补 W 也 是 辛 子 空间 , È 
是 奢 在 中 的 代数 补 . 

证 明 如 果 婚 有 &EW, 又 有 LW, HO 的 非 退 化 性 ， 必 有 
=0. KWH WW-C. BR dimW+dimW*=dimV, V = 
W+W, mRECWt, ETW, MAELV, HO AEB HE 
 E—0, VY Ol w HEB. 

推论 “如果 机 是 辛 子 空间 , 那么 Wt 一 WW. 

上 面 的 论证 说 明了 的 一 个 正 交 分 解 。 不 仅 如 此 , 我 们 还 可 
以 将 这 种 分 解 继续 下 去 ， 设 了 是 一 个 辛 空间 ， 并 且 不 是 一 个 零 。 
这 相应 于 零 维 空间 ， REGS, UFE NEV 使 得 
Os, or) 关 0， 可 设 OE, m)=-1, 因为 总 可 以 通过 调整 mé 的 
系数 来 达到 这 一 点 ， 记 Wi 是 由 名、 轨 张 成 的 二 维 空间 ， 将 @ 约 
RA Wi 显然 是 非 退 化 的 , 因而 是 辛 子 空间 ， 由 上 面 的 研究 可 知 ， 
Wi 也 是 辛 子 空间 ， 因 而 可 以 继续 对 WL 进行 上 述 过 程 ， 只 要 
dimWi>0, UA BAF A IESE 

V=W.:@W.0--OW,. 
BERLE, KE Wi AIEEE, BALE, m, l<t<n}Rv 
辛 正 交 基 ， 定 义 fiV R”, HS (E) =e, fm) = eum RIRA V 
GR” 之 间 的 一 个 辛 同 构 . 

利用 正 交 分 解 , 我 们 还 可 以 引入 “ 辛 正 交 投影 ?概念 . 设 砚 是 
V WEFSH,V-WOW+, ELBE P:.V>V, 使 ImP-W, 
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kerP=W!, 

定理 4 及 到 及 的 线性 映射 是 正 交 投 影 的 充分 必要 条 件 , 是 
P?=P Ai P*=P. 

这 里 P* 是 表示 P 的 伴随 映射 ， 即 对 所 有 的 wvEV, Q(Pu, 
0) =Q(u, P"), O 的 非 退 化 性 保证 了 这 个 映射 的 存在 与 唯一 
性 . 

REBASE, Q) a, Qs)， 考 虑 两 个 空间 的 直 和 
7V=VJ@BV7s 在 上 面 可 以 装备 一 个 辛 结构 2 使 六 可 以 分 解 为 两 个 
辛 子 空间 的 直 和 : VV RRE, HEB ENET, E= fDi 
n=O, E&i mEVCe=1, 2), FACE, n) =f, Mm) +0: 
(£a, 13). Q 称 为 Qi 与 Oa 的 直 和 . 

除去 以 上 研究 的 辛 子 空间 以 外 , 还 有 一 个 非常 重要 的 子 空间 ， 
即 拉 格 朗 日 子 空间 ， 一 个 辛 空间 V HFSW 称 为 迷 向 的 ， 如 
果 将 Q RHEW 上 时 它 恒 为 零 , 即 Qlw=0, RWW, 根据 
反对 称 性 ， 任 何 一 维 子 空间 均 是 迷 向 的 .一 个 子 空间 称 为 拉 格 朗 
日 子 空间 如 果 它 是 迷 向 的 , THAR. BNW 是 拉 格 朗 日 子 空 
RRM (L)WASW, 2) RW BV FSI WW 
HW )!CW, RAW =W. 根据 这 个 定义 ,WW 是 拉 格 朗 日 子 空 
间 的 充 要 条 件 是 W+= 歼 ， 容 易 证 明 ， 任 何 迷 向 子 空间 都 包含 在 
某 一 个 拉 格 朗 日 子 空间 之 中 . 

定理 5 #V-WOW', 且 二 者 都 是 迷 向 的 ， 则 二 者 都 是 拉 
格 朗 日 子 空间 . 

证 明 对 任意 &EW!, 让 应 于 空间 的 直 和 分 解 有 分 解 E=% 
+w, BER WW’ 都 是 迷 向 的 , w 上 WW, am w LW, ANA wL 
W'， 这 说 明 w 和 对 于 WW! 都 是 正 交 的， 所 以 w=0, 一 VE 
W. AKW=W, OW 是 拉 格 朗 日 子 空间 ， 对 W 的 证 明 亦 相 
同 . 

定理 6 所 有 拉 格 朗 日 子 空间 的 维 数 都 是 辛 空间 维 数 的 一 
半 ， 任 一 个 拉 格 朗 日 子 空间 都 有 一 个 也 为 拉 格 朗 日 子 空间 的 代 
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数 补 . 

证 明 设 卫 是 一 个 拉 格 设 日 子 空 间 ， 并 考虑 所 有 满足 Mn 
工 = {0} 的 迷 向 子 空间 ， 其 中 有 一 个 最 大 的 子 空 间 L. ER LN 
T'={0}, V=I++(1)+=L+(L)!, MW AD)cLOL’, Si, 
FEAR OLD, HILOL, 用 工 和 w 张 成 的 子 空间 以 ' 也 
是 迷 向 的 , MN L= {0}, 由 此 可 得 MAL HF BAR. HUI = 
L+(L/)+cLOLl', WV-LOL', 根据 定理 5, 五 也 是 拉 格 朗 日 
子 空间 ， 定 义 线性 映射 .4: LL)", WH vE Lo’ EL, (fv) (0') 
=Q(0, v). 如 果 vEkerxAY， 对 所 有 wEL 有 Qlv,%)=0. A 
为 工 是 迷 向 的 , HEL, Aw, v0")=0。 所 以 对 任意 wEV, 都 
A Qo, w)=0， 根 据 O 的 非 退 化 性 , "一 0， 因 此， 我 们 得 到 一 个 
LAL KEAP, 从 而 说 明 拉 格 朗 日 子 空间 的 维 数 一 定 是 大 空间 维 
数 的 一 半 . 

推论 (i) 一 个 迷 向 子 空间 是 拉 格 朗 日 子 空间 的 充分 必要 条 
件 是 其 维 数 为 大 空间 的 一 半 . 

(ii) 两 个 拉 格 朗 日 子 空间 WW! 模 蕉 相交 的 充分 必要 条 件 
WOW’ = {0}。 WE Bia ORB WOW’, 如 果 
WW RRRNGBAF SR, RNV- WOW 是 一 个 拉 格 
朗 日 分 解 ，W' 是 下 的 拉 格 斋 日 补 ， 投 影 映射 严 称 为 拉 格 朗 日 投 
影 , 如 果 它 的 核 和 值 域 分 别 是 WRT 

[ 例 ] SEF CR, Ons) TTF, W = Bpan (er en), Wiler 
…， em) 都 是 拉 格 朗 日 子 空间 ， 将 (e1, e, e) Centrets ean) H 
e 与 e+n 置换 得 到 的 两 组 疝 泽 张 成 的 子 空间 包 党 是 拉 格 朗 日 子 空 
fal. 


§3 = 流 形 


设 W 是 一 个 2 维 的 微分 流 形 ， M 上 的 一 个 辛 结构 , BM 
上 的 一 个 非 退 化 闭 微分 2 形式 Q, 
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da=0, VECT.M, nCT.M st. QE, 1) #0, 
(M, Q) 被 称 为 辛 流 形 . 对 任意 2€ M, 其 切 空间 即 为 一 个 辛 空间 . 
由 于 要 求 Q 是 非 退 化 的 ,在 奇 次 维 流 形 上 是 不 可 能 装备 辛 结构 的 . 

RM, 9) (W, 32) 是 两 个 辛 流 形 。 对 于 一 个 光滑 映射 M> 
取 ， 如 果 它 保持 辛 结构 不 变 ， 则 称 它 为 辛 映 射 ， 所 谓 不 变 ， 是 指 
f2X=Q, 由 8$2 的 定理 二 可 得 

定理 1 每 一 个 辛 映 射 是 一 个 浸入 . 

仍 设 (M,，Q) 是 辛 流 形 ， BRM 上 的 子 流 形 S, 它 是 光滑 的 ， 
如 果 对 每 一 个 oES，& 在 z 处 的 切 空间 ToS 是 TeM 的 辛 子 空 
间 , 称 5S 为 开 的 辛 子 流 形 ， 记 安 SC 3 为 包含 映射 ，8 上 的 辛 结 
HEE CO, 而 4 显然 是 辛 映 射 . 

考虑 关于 商 空间 的 概念 ， 一 个 光滑 映射 2: XY, XH 
we, Y 是 光滑 流 形 ,2 ARE. 现在 的 问题 是 是 否 存在 站 上 
的 辛 结构 , 使 得 2 是 一 个 辛 映 射 ， 如 果 存 在 ， 这 个 结构 是 唯一 的 . 
装备 有 这 种 结构 的 流 形 了 称 为 商 辛 流 形 ， 一 个 典型 的 例子 是 关 
于 覆盖 空间 的 .一 个 从 对 到 了 的 映射 n 是 一 个 覆盖 的 条 件 是 p 
REX SY 非 空 且 连通 ， 对 每 一 个 yEY 总 有 一 邻 域 和 使 得 原 
Rp (u) 是 一 组 互 不 相交 的 开 集 坟 ,2p 在 每 一 了 ,上 的 限制 是 从 
V ,到 ww 的 同 胚 ， 如 果 p 是 一 个 光滑 覆盖 , p 还 需 满足 光滑 性 条 件 
以 及 浸没 ， 这 些 条 件 保证 p17 是 一 个 微分 同 胚 . RX 上 装备 有 
一 个 辛 结构 , MAY 上 具有 高 辛 结构 的 充分 必要 条 件 是 以 上 的 辛 
EAP AVA 对 所 有 的 六 ;都 是 相同 的 . 

现在 研究 余 切 从 上 的 辛 结构 ， 设 以 是 nn 维 流 形 (n>1)， M 
的 余 切 从 mT"M->M 是 2n 维 流 形 ， 此 2n 维 流 形 上 有 一 个 自然 
SAW. WTR AM, 我 们 考虑 如 下 的 交换 图 ， 

TI'M 一 > 和 "了 
te | |= (3.1) 
TM — M 


上 图 中 , 横向 箭头 表示 切 从 上 的 投影 。Tiw 是 投影 w HR. 车 
RqgeM, pEeTIMURET IM, MARK LHI KA, 
Tao) 是 一 个 属于 TM 的 切 向 量 ， 将 余 切 向 量 PE TiM 作用 在 
Tom(v) EToM， 便 得 到 一 个 实数 p(Tx(v))。 这 些 作用 都 是 线性 
HS, 因此 映射 peTypmr: TsT*M>R È TTM 上 的 线性 函数 ， 它 确 
定 了 一 个 @x(p)ETpT*"M， 根据 定义 ， 
` Ox(p)v=poTx(v), wvETITM. (8.2) 
RARNBA—+ MARAT’ MoT M 上 的 截面 p>6Bu(p), 这 
样 一 个 T*M 上 的 1- 形 式 Ou 称 为 刘 维 尔 形式 ， 由 此 可 以 得 到 一 
个 辛 结构 
Qu= 一 0Bx. 
显然 Qu ZAM, 而 且 还 是 正 合 的 ， 至 于 非 退 化 性 , 考虑 局 部 坐标 
WET. Ku, a) M 上 的 一 个 坐标 卡 , C= proa 是 局 部 坐标 函 
数 (1<i<m). 考虑 Ta 相应 的 坐标 卡 , 局 部 坐标 是 (q+,，…,g"， 
Pay Pa). PETIM 有 如 下 的 表达 式 


p= Spa |. (3.8) 

向 量 VET TM 有 表达 式 
Cp al, te, ,). (3.4) 
余 切 向 量 投影 oT MM 在 坐标 卡 (T。M，a) 下 有 下 面 的 表达 式 

(Dye Os Pas ot PPG, L). 
所 以 Talo) = Su E (3.5) 
根据 关系 (3.2) 式 , 可 知 
Ou(p) = Spae'|_, 

因而 , 在 局 部 坐标 之 下 有 

Qu |TM = Sug Aap, (3.6) 


这 显然 是 非 退 化 的 。 通常 ， 称 Qx 为 “M 的 余 切 从 上 的 正则 辛 结 
构 .” 例 如 我 们 可 以 视 Re 上 的 余 切 从 为 R”"， 这 时 存在 一 个 全 局 坐 
WER”, idem), BARB BOG", =, 9") Pos Pa) 刘 维 尔 形式 
为 pag. 
流 形 上 的 刘 维 尔 形式 有 一 些 特 殊 的 性 质 . 
定理 2 T"M 上 的 1- 形 式 0 是 刘 维 尔 形 式 的 充分 必要 条 但 
是 等 式 
oO=0 (8.7) 
对 所 有 光滑 截面 o; MTM 成 立 . 
证 明 首先 证 明 6x 满足 (3.7)、 任 取 wEToM， 然 后 计算 
Oy 在 v 处 的 取 值 . 考虑 到 woo idu, 
o"Ou(u) = Ou (T4) (Ta(0u)) 
=0(T T0 (u)) =o, (u), (3.8) 
现在 证 明 充 分 性 对 9 是 T"M 上 对 所 有 o 满 足 (3.7) 的 1- BR, 
根据 (3.8)， 有 o*=o=o*6， 因 为 当 o MAMMA Tou 
张 成 了 TT,《T"w), 所 以 0=8. 
Bf, MON 是 一 个 浸入 , UM, N RAWHA. ELMS 
way Pf, MTN, 如 果 pE TM, 那么 
Tf(p)= [Tf) "(Pp). 
逆 步 逆 射 也 是 一 个 浸入 ， 这 是 从 上 的 射 ， 如果 j 了 是 微分 同 E, 
Tf ERRARE. 
定理 3 WE f: MN 是 流 形 M 5N AMARE, WB 
4 
(I"-*f)*Ou= Oy, 
证 明 记 9=( Tf)O@x, Mo, M>T'M 是 一 个 光滑 截 
Ti. o’=T*+ fooof , 于 是 
o*0' =o" (T° 1f) Oy= (T*-fo0)"Oy 
= (0'of)*@v=f*o"Oy =f'"a", (3.9) 
为 了 计算 So’, MvETM, gEM, W= Tf) ETN. F 
" 


Æ f'o’ (v) =o" (Taf (w)) = 0" (0) = (TF grog) (0) = [Ta 
AT) =T Sf) w) =la) RERNE foo, 
所 以 (3.9) 说 明 满 足 性 质 (3.2), Hm 0 = Oy, 

由 定理 3 立即 可 得 

推论 MRucM 是 一 个 非 空 开 集 ,那么 @. 一 Bx| ay. 


在 辛 流 形 上 除 考虑 辛 子 流 形 之 外 ， 另 一 个 重要 概念 是 拉 格 朗 
ATHY. 辛 流 形 用 上 的 子 流 形 工 如 果 具 有 性 质 ， 工 上 每 一 点 
处 的 切 空间 是 M 在 此 处 切 空间 的 迷 向 子 空间 ,， 则 工 被 称 为 迷 向 
子 流 形 ， 如 果 此 迷 向 子 流 形 的 维 教 是 辛 流 形 的 一 半 ， 此 子 流 形 称 
为 拉 格 朗 日 流 形 ， 这 方面 一 个 典型 的 例子 是 余 切 从 上 有 零 截面 的 
R. 如果 余 切 从 上 装备 有 正则 辛 结 物 ， 底 流 形 显然 是 拉 格 朗 日 子 
流 形 ， 这 里 取 的 是 一 个 特殊 截面 的 象 , SR. 实际 上 , 并 非 仅 
是 这 个 截面 的 象 才 是 拉 格 朗 日 流 形 . 

定理 和 一 个 光滑 截面 c: MTM 的 象 是 余 切 从 上 的 拉 格 
朗 日 子 流 形 的 充分 必要 条 件 是 c 为 闭 即 dc 一 0. 

证 明 o 的 象 具有 拉 格 朗 日 子 流 形 所 具有 的 维 数 。 所 需要 证 
明 的 仅 是 Qu 在 ier EAF, 即 o°Qy=0, 但 是 ， 

oA, =0"d0y= do"Oy=: dor, 

在 不 至 于 引起 混 消 的 情况 下 ， 我 们 将 一 个 流 形 和 它 的 余 切 丛 
上 零 截面 的 象 等 同 起 来 ， 这 时 ， 所 谓 X PARRE TRE L 
的 正则 邻 域 ,是 一 个 二 元 组 (U, fo) RPO LD ETD Py hE 
BR p: UX 是 一 个 辛 局 部 微分 同 胚 , 它 保持 LEM RR, 将 
UBER Le 全 中 的 一 个 开 邻 域 . 

定理 5 任何 一 个 拉 格 绩 唱 子 流 形 总 有 一 个 正则 邻 域 . 

TE BAR, 

现在 我 们 研究 辛 映 射 的 图 象 . HS: XY 是 两 个 辛 流 形 
(YE，O)、( 了 ,了 2) 之 间 的 光滑 映射 . 了 的 图 象 是 一 个 集合 


graph(f)—{(a, y) EXxY;y=f(2)}, 


这 是 一 个 互 X 了 WFR, RAK 相同 . 在 XXY 上 装配 一 
个 辛 结构 五 = 2 四 (一 3) 从 这 个 角度 看 , 我 们 有 下 列 结果 : 

定理 6 映射 了 是 辛 映 射 的 充分 必要 条 件 是 graph(j) 是 
(XxY, Mhir AÉ. 

证 明 考虑 向 量 w= (u, U) ETenX XY, i=1, 2, Hp 
UETX, yETY , ilo, y) Ceraph(f), W wE Tre,»eraph(f) 
的 充分 必要 条 件 是 = 了 T 了 ef(w). 

I (wy, ws)= Qu, Uo) ~ E(u, 9)= QA, ua) — f° 3 (ua, ve), 
如 果 要 求 对 所 有 的 wi、w2ETie,wgraph(f), MA M (ws, we) =0, 
充分 必要 条 件 是 了 保持 辛 千 构 不 变 . 

作为 一 个 特例 , 如 果 了 是 一 个 局 部 微分 同 胚 , 那么 了 是 辛 同 胚 
的 充分 必要 条 件 是 它 的 图 象 是 象 空间 与 原 象 空间 的 乘积 上 的 拉 格 
朗 日 流 形 . 

考虑 一 个 特殊 的 辛 流 形 (R”，Q,:)， 在 这 个 辛 流 形 上 , 拉 格 朗 
日 流 形 至 少 可 以 局 部 地 由 一 个 数值 函数 (通常 称 为 母 函 数 ) 来 决 
E. 我 们 先 找 出 两 个 较 特殊 的 拉 格 朗 日 流 形 Lo 与 Za， a 是 {1， 
2,…, 对 的 子 集 , 5 是 6 的 补 ，ZTo 由 (ei:(i E44), en+1(iE0)) 张 成 
Da WEEE), ers(iEa)) 张 成 ， 记 mo RL 是 沿 着 
Lz 的 拉 烙 朗 日 投影 .现在 我 们 将 (R”，9,:) 看 成 一 个 辛 流 形 ， 工 。 
与 Ls EARDERE, m 成 为 一 个 辛 喘 射 ， 考虑 另 一 个 拉 格 朗 
日 流 形 .ZCR”, 并 假定 

Tale 是 一 个 局 部 微分 同 胚 ， (3.10) 
RuBEee Le 中 的 象 , 这 样 我 们 可 得 到 如 下 的 交换 图 : 
Gor” 一 Ta 
Kau 
Nu 
Hh i RRA LAR" HADRH, h=to(wert)", BRL= 
hlu). 考虑 定义 在 R2 上 的 工 -形式 
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= F pdg — S, a'dps, 
WAA=hOR TEM HY, K Wi E dA —h"dd = hA, = — Koraoi) ~] 
“0 一 0， 因 为 SREB ARB, Mit tau. RN — H 
假设 

LUA ABF oR (8.14) 

根据 庞 加 莱 的 一 个 引 理 (在 "%- 球 上 的 一 个 闲 形 式 一 定 是 正 合 的 )， 
存在 一 个 函数 SEO~(w) 使 =dS，. 名 的 方程 因而 可 以 写成 形式 
raha), g! 二 hoty(2), (Ee, jE4，wEu 在 4 内 取 直 角 坐 标 系 
(d, Py, iEa, JEG), BER 

N= 2 hed’ + hnssdpn 


MARR 


page, g=- i€a,j€@ (8.12) 


函数 S=S(q, ps iE a, jE a) HA 乡 的 母 函数 , 坐标 (的 Do 4Ew 
JE 四) 称 为 焦点 坐标 

在 一 般 情况 下 ，(R，@,) 的 一 个 拉 格 朗 日 流 形 并 不 满足 条 件 
(3.10) 和 (3.11), 然而 这 两 个 条 件 在 局 部 上 可 以 满足 : 对 每 点 &E 
L, 存在 一 个 邻 域 .9'C 9， 可 以 由 一 个 母 函数 来 决定 . 


as 
Op; ` 


34 PRAISE 


本 节 将 讨论 一 些 辛 动力 系统 的 概念 和 基本 人 性质， 为 方便 起 
见 , 我 们 分 别 讨论 离散 时 间 情 况 (映射 ) 和 连续 时 间 情 况 ( 流 )。 

首先 考虑 离散 时 间 系 统 ， 设 并 是 一 个 辛 流 形 . 一 个 对 中 的 
局 部 辛 同 胚 是 一 个 光滑 内 射 疡 U>, HHU RX 中 的 开 集 , f 
保持 斑 结 构 不 变 。 一 个 离散 辛 动力 系统 是 一 个 二 元 组 (了 , f), 其 
中 基态 一 个 辛 流 形 ，f 是 一 个 对 中 的 局 部 辛 微分 同 胚 ， 我 们 称 
X AAS, 是 系统 的 定义 域 ， 而 系统 的 自由 度数 为 n+1， 
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n=} dim X, Bx CU HME O) tE Z, 产 (o) 存 在 }. 


ORM RRA RU AX 本 身 , 我 们 称 此 系统 是 完全 的 . 换 句 
话说 ， 一 个 完全 系统 是 一 族 辛 微分 同 胚 产 ， XOX, tEZ, HR 
fo=id, fH" =f of" HRA a thE AE. 

HUA BESMMAR. RX, 0) 是 一 个 辛 流 形 , 利用 这 个 
辛 结构 我 们 可 以 建立 起 一 个 T" 卫 与 TX 之 闻 的 同 构 . 

对 每 一 个 在 OC X 处 的 切 向 量 £， 我 们 以 下 列 方式 连带 上 一 
ATX 上 的 1 形式 04 

O(n) =Q(E, 7). YE TeX 

显然 用 这 种 方式 £0, 确定 了 In HRSA 1-BAWA H K 
系 ， 记 这 种 同 构 关系 为 I WH »X LKAA, TÆdH EX 
上 的 工 形 式 ， 通 过 上 述 方式 在 X 的 每 一 点 处 都 有 一 切 向 量 与 之 
相对 应 , 从 而 得 到 X 上 的 切 向 量 Id, 

定义 1 向 量 场 IH 称 为 哈密 顿 向 量 场 ， 互 称 为 哈密 顿 函 
数 . 

实际 上 , 这 种 定义 只 是 局 部 的 ， 对 全 局 而 言 , 我 们 并 不 一 定 要 
寻找 一 个 函数 定义 在 整个 和 上 、 为 了 得 到 向 量 场 和 1 形式 之 间 
的 同 构 关系 ， 我 们 只 要 求 这 种 1 形式 必须 是 闭 的 .而 在 某 一 局 部 
开 球 上 , 闭 的 1 形式 必然 是 正 合 的 ， 故 而 存在 (局 部 ) 险 密 顿 函数 . 
对 于 局 部 哈密 顿 向 量 场 ， 由 Darboux 定理 ， 我 们 可 以 找到 Dar- 
boux 局 部 坐标 (9 e, J", Ps, …， Pa), 2n—dimX, WB HE 
场 的 形式 是 

-3 (= @ H 9 
ap, Ə 90g p 
如 果 存 在 一 个 全 局 的 哈密 顿 函数 , 即 定义 在 及 上 , $X 上 的 整 
个 向 量 场 都 可 以 由 dH 来 得 到 ， 我 们 称 此 系统 为 哈密 顿 动力 系 
统 . 在 一 般 情况 下 , 辛 流 形 ( 耳 , Q) 上 的 辛 动力 系统 并 不 一 定 有 一 
个 哈密 顿 函 数 与 之 对 应 这 完全 取决 于 有 上 的 一 阶 上 同调 群 
15 


(4.1) 


i 


EX, DEERE EAE, ARER LM 否则 , WRA. 
AoC X 的 罗 道 是 向 量 场 通过 2 的 积分 曲线 ， 这 个 曲线 是 下 
列 方程 的 解 
号 -6 (4.2) 
F(a), X XRX, fa) =o, RAGIN a RKRN 
线 的 象 ， 在 达 布 (J. G. Darboux) 局 部 举 标 下 ，(4.2) 具 有 下 列 形 
式 : 


+, 0H - __ oF > 
9 “Bp, > Pi oF 1<i<n (1.4) 


为 简单 起 见 , 我 们 设 此 系统 是 完全 的 . MR © a X, ik t 
化 ， 我 们 则 得 到 一 个 单 参数 变换 群 ， 这 个 群 的 每 一 个 元 都 是 微分 
MB XS, 而 六 则 称 为 相 流 ， 如 果 存在 全 局 的 险 密 顿 函 数 ， 它 称 
为 哈密 顿 流 , 相应 的 方程 为 


4 fis - IaH). 4.2)" 


定理 1 MERRER ETA, 
(f= Q, 
为 了 证 明 这 一 定理 ， 我 们 需要 一 些 记号 . kM 是 任 一 流 形 ， 
O 是 M 上 的 万 链 , f; MoM 是 一 个 单 参数 可 微 映射 由 此 可 以 
构造 一 个 (十 1) 链 TO， 称 为 在 同 伦 f0<t<7) 之 下 0 的 轨迹 . 
取 (D,，g，07) 是 链 O 中 盘 … 单 元 ， 与 之 相应 在 TO 中 有 一 单元 
(D, g', Dr’), Ht D'=IxX D ERN 0<t<Y 与 刀 的 直 积 , 映射 
9: D'>M 由 9g:D->M 以 如 下 方式 得 到 : g(t, D=f'9@; 包含 
D' 的 Re+ 的 定向 由 坐标 架 eo, €s, …， 得 到 ,其 中 eo 是 t 轴 上 
的 单位 向 量 , eu …,ex 是 刀 的 定向 ， 这 样 , 7O 可 以 看 成 由 O 在 同 


一 Na 1 


ff AZFRARAWEM. (kD EMAAR Re, € 
们 分 别 是 O 的 初始 与 终止 位 置 , 以 及 由 OC 的 边界 扫 出 的 vaO， 容 
易 验 证 , 在 如 上 的 定向 选择 下 , 有 下 列 关系 : 
9(JO%) = f7O,—O,— T (80x), (4.8) 
3E Ry RERB(X, QHR 1, fi RRA 
数 互 的 哈密 顿 流 ， 于 是 


oh 9- an. 
证 明 只 需 对 只 有 一 个 单元 9: [0. 1X 的 链 7 验 证 ， 记 
9'(8, t) = fig(s), t=- 名， "= TX gras. 
根据 积分 定义 ; 


Co- foo Daa 


但 是 根据 相 流 的 定义 ，7 是 哈密 顿 场 的 一 个 向 量 ， 位 于 g'(s，4)，。 
根据 哈密 顿 场 的 定义 OCE, n) = dH (E), 所 以 


J Jy & | (J a2). 
推论 如 果 Y 是 亲 的 , 则 [00. 
定理 工 的 证 明 考虑 一 个 2 链 O， RINE 


ow ll) 
-| a-f a. 


第 一 个 等 号 是 因为 2 是 闭 的 ， 第 二 个 是 根据 斯 托 克 斯 公式 ， 第 三 
个 等 号 是 根据 (4.3), 第 四 个 是 根据 引 理 的 推论 , 因为 JOO 的 边界 
AB. 
现在 我 们 研究 哈密 顿 系统 的 积分 不 变量 ， 记 上 MoM 是 一 
个 可 微 映 射 - 
定义 2 如 果 LER o HEE kéo 上 的 积分 与 其 在 O 关 
17 


也 了 的 象 上 的 积分 相等 : 
Jro han fo. ee 


那么 k-BKOKAKT RR 了 的 积分 不 变量 . 

根据 这 种 定义 , 形成 辛 结构 的 2- 形 式 2 是 哈密 顿 流 的 积分 不 
变量 .不仅 如 此 , 8 的 外 舌 2* (其 中 上 =1, 2,…) 

=A NN, P=A NANA, eee 

也 晨 积 分 不 变量 ， 在 ( 信 , 9) 上 通过 0" 定义 体积 元 ， 显 然 哈密 顿 
流 保持 体积 不 变 ， 这 就 是 本 章 $ 1 中 的 刘 维 尔 定理 . 

这 些 积分 不 变量 一 般 称 为 绝对 积分 不 变量 ， 因 为 对 任意 的 帮 
链 (4.4) 都 成 立 ， 这 样 就 引出 了 “相对 积分 不 变量 ”的 概念 ; 

ENS 微分 环形 式 w 称 为 相对 积分 不 变 置 ， 如果 (4.4) 对 每 
一 个 闭 b 链 0 都 成 立 . 

定理 2 如 果 中 是 一 个 相对 积分 不 变量 , 那么 dw 是 一 个 绝对 
积分 不 变量 . 

证 明 RO 是 一 个 (4 十 1) 链 , 于 是 


jæ- fo om is wf, deo, 
定理 8 (能 量 守恒 律 ) KAH 是 相应 的 哈密 顿 流 的 首次 积 
分 . 
证 明 五 在 ”方向 的 导数 等 于 dH 在 ”上 的 取 值 ， 根 据 哈 
密 顿 向 量 场 的 定义 m=I4H, 因此 
dH (n)=Q(n, IdH) =Q(n, 7)=0. (4.5) 
由 (4.5) 还 容易 证 明 1- 形 式 dH 也 是 哈密 顿 流 的 积分 不 变 
量 . 
为 了 阐述 重要 的 庞 加 菜 - 康 托 积分 不 变量 ， 我 们 需要 将 “ 相 空 
间 * 流 形 X 扩张 为 奇数 维 , 即 加 上 时 间 一 维 . 记 MP 为 (2n 十 1 
维 微分 流 形 , oz EM 上 的 微分 1 形式 , o? 是 微分 2 形式 ， 首 先 叙 
述 一 个 重要 的 引 理 , 这 只 对 奇数 维 流 形成 立 
18 


5121 Ro BRO LOIRKIBK. HHS AE 
€+0, 使 得 
w(E, 1) =0, YE RM 
证 明 ER" 中 ,2 形式 o? 可 由 一 个 反对 称 矩阵 4 A, 
w(E, n) =<AE, n) 
此 处 《，"> 是 欧 几 里 德 内 积 ， 由 于 空间 维 数 是 奇数 ， 所 以 A= 
— A, detA =dot.At=det(—A)=(—1)?"*detA=—debd, Hist 
可 得 4 的 行列 式 为 0 这 意味 着 4 有 一 个 特征 向 量 $ 关 0 对 应 于 
特征 值 0. 
这 个 5 一 般 称 为 0? 的 无 效 向 量 ， 所 有 这 些 无 效 向 量 构 成 一 
个 线性 子 空间 。 如 果 这 个 子 空间 只 是 一 维 的 , 我 们 称 o 是 非 退 化 
的 ， 根 据 引 理 (4.8), 在 每 点 aw€ 用 "+!， 总 存在 一 方向 &( 即 切 空 
ATM 上 的 直线 {08})，w! 沿 着 包含 有 这 个 方向 的 “无 限 小 和 矩 
阵 ” 的 边界 积分 为 0, 即 
do'(é, 7)=0. VnETM 
如 果 进 一 步 假 设 2- 形 式 dot 非 退 化 , 方向 是 唯一 决定 的 。 RN 
称 此 方向 为 wx 的 “ 涡 向 ”， 涡 向 场 的 积分 曲线 称 为 ol 的 涡 线 或 特 
ER. By 是 M 上 的 一 个 闵 曲线， 所 有 从 这 条 上 曲线 上 出 发 的 涡 
线形 成 一 个 涡 管 。 这 时 我 们 有 如 下 的 多 维 斯 托 克 斯 引 理 : 
引 理 2 1- 形 式 o 沿 着 任意 两 个 围绕 相同 涡 管 的 闭 曲 线 的 
积分 是 相同 的 ， 即 : 如 果 y ybs, o 是 涡 管 的 一 段 , 则 


$ o= d a, 
Ys r 


证 明 根据 斯 托 克 斯 公式 : 


n or f, otf ot=[ dot, 
但 根据 引 理 1, dot 在 c 上 的 积分 为 零 . 
应 用 这 一 引 理 到 哈密 顿 方程 ， 可 以 得 到 一 系列 基本 性 质 ， 取 
2 一 Ri (扩展 相 空间 ), 华 标 为 (pi, …, Pe Jo oy In E). 
设 有 一 个 险 密 顿 函数 A(p, g, t)， 由 此 构造 1 形式 : 
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wt = pda — Hdt, (pdg =pidgi +- +pndgn). 
4 在 (2n 十 1) 维 扩展 相 空间 中 考虑 工 形式 at = 
2ag 一 五 df， 容 易 看 出 ， 此 形式 的 涡 线 可 以 由 
EE Käpp), g-gG) Aik, RERAN E 
HE (1.8). 这 样 的 表达 式 本 身 就 意味 着 相 
o —— PARMA t HERRE 1 Jj A R. 
图 1-2 实际 上 , pdg- Ht TAE 


dest= Bap nda- FE dendi- SE das Nat), 
这 个 微分 2 形式 对 应 的 矩阵 
0 -I H,\ 
| 0 Be) 
GE; =H o) 


Kp IEn BARE. ERER kI On, 所 以 dot 是 非 退 化 
的 .容易 验证 4 相应 于 特征 值 0 的 特征 户 量 是 (一 互 o。 Hy, 1). 
这 说 明 1- 形 式 pdg 一 H+ 劳 涡 线 方向 起 《一 Ha， H,, 1), 同时 它 
也 是 方程 (1.3) 定 义 的 流 的 方向 , 所 以 (1.3) 的 积分 曲线 就 是 涡 线 ， 
此 线 的 切 向 在 t 轴 的 投影 始终 为 1 

定理 名 设 两 个 闭 曲 线 环绕 党 --… 个 由 方程 (1.3) 的 相 轨 线 构 
成 的 涡 管 ， 那 么 二 形式 pdg -Hdi 在 这 两 个 闭 曲线 上 的 积分 是 相 
同 的 : 

$ pig-Hdi=$ pig- Hat, 


此 工 形 式 称 为 庞 加 莱 - 康 托 积分 不 变量 . 

证 明 ”注意 到 相 轨 迹 和 二 形式 pdg 一 囊 4i 的 涡 线 相同 ， 应 用 
引 理 2 即 得 . 

作为 一 种 特殊 情况 , 考虑 一 个 等 时 闭 曲线 R y E t= const 
的 超 平面 内 ， 随 着 相 流 7” 此 曲线 被 变换 成 7， 由 上 述 定理 , 可 
得 如 下 推论 : 

推论 ”哈密 顿 相 流 保持 1 形式 pdg 在 闭 曲 线 上 的 积分 . 
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这 个 工 形式 pdy KA ESATA PA, hEN ee 
出 哈密 顿 流 保持 辛 结构 不 变 . 

以 上 考虑 了 一 些 险 密 顿 动力 系统 具有 的 积分 不 变量 .我们 知 
道 , 并 不 是 所 有 辛 流 形 上 都 有 全 局 险 密 顿 函数 ， 辛 流 形 ( 及 , 9) 上 
的 向 量 场 具有 全 局 哈密 顿 函数 A, BRB IMHO, BOK 
“PH RH: TXT, RH ECTX 在 映射 "之 下 的 象 是 1 
形式 , 它 作 用 在 另 一 向 量 场 的 取 值 是 名 (wm) 一 Q(E, 0). WT RE 
辛 动力 系统 偏离 哈密 顿 系统 有 多 远 , 我 们 引入 0alabi 不 变量 的 概 
念 ， 对 连续 时 间 系 统 而 言 , X 上 总 有 一 个 局 部 哈密 顿 向 量 场 6 根 
据 定义 , -E= -ia 是 一 个 闭 的 工 形式 (i 是 内 积 运算 )， 因 而 相 
应 于 一 个 上 同调 类 O.(€E)=[-EPECH(X, R). 这 称 为 系统 的 
Calabi 不 变量 ， 一 个 辛 动力 系统 是 哈密 顿 动力 系统 的 充分 必要 
条 件 是 Oalabi 不 变量 为 零 。 对 于 离散 时 间 系 统 ， 即 对 辛 映射 
了 (i€Z)， 定 义 形式 稍 有 不 同 ， 设 及 是 具有 正 合 辛 结构 的 辛 流 
形 , O 是 其 刘 维尔 形式 ， 考 虑 局 部 微分 同 胚 刻 U>X, U RX 中 
的 开 集 ， 由 于 了 是 辛 映射 , 7"@ - Oo 必然 是 闭 的 ， 因 而 可 以 通过 
f'9O-O 所 在 的 上 同调 类 定义 Calabi 不 变量 . 

Oo(f)=(f*O-4| JE HU, R). (4.8) 

在 一 般 情况 下 ,这 个 量 依赖 于 8 的 选择 ， 注 意 即使 辛 结构 是 正 合 
的 , 即 8= 一 48， 刘 维尔 形式 也 不 能 由 0 唯一 决定 。 它们 之 间 可 
以 相差 一 个 闭 的 形式、 但 是 如 果 了 光滑 同 伦 于 零 ，0。( 用 与 6 
的 选择 无 关 ， 这 里 “光滑 同 伦 于 零 ” 的 意 轧 ， 是 存在 一 族 光滑 映射 
f: U>X, s€ [0, 1], fo kU X 的 包含 映射 及 =f, 实际 上 , 如 
果 81.6s 是 两 个 产生 同一 六 结构 的 刘 维 尔 形式 ，%=@ 一 Bs h 
1 形式 


Spa idà talih), (Gs ts) 


forslo. 
由 于 dX=0， 
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(2, . J 
f'a Aye [eacéerrasaf eras 


这 说 明 疡 68, 一 6, 只 相差 一 个 函数 的 微分 . 
如 上 两 种 对 不 同系 统 而 定义 的 Oalabi 不 变量 是 有 紧密 联系 
的 .简单 起 见 , 我 们 仅 考虑 一 个 特殊 系统 :=T"x D, X= T XR, 
DER 中 的 一 个 单 连 通 开 集 ， 上 面 装备 的 辛 结构 可 以 由 R” 上 的 
辛 结构 dp Nda 通过 包含 映射 而 得 到 商 辛 结构 . 考虑 一 个 局 部 哈密 
MARS E, 它 定义 在 T"x Db, 也 二 万 是 一 个 开 集 ， 因 而 存在 一 
个 确定 的 局 部 哈密 顿 流 P，D->T*xR"，| 引 <3(3> 0), 这 构成 了 
一 个 同 伦 于 恒 等 映 射 的 局 部 微分 同 胚 ， 在 这 样 的 记号 下 , RNA: 
0.(f*) =10,(€ lo). (4.7) 
证 明 Z (70) =f" (ied) +df* (68), 
从 0 列 BUY, ， 
f0-6|,= —ficporeat aff fidt, 
在 从 闲 形式 到 上 同调 类 的 映射 [“] 下 ， 
OaS) = fF Edt, (4.8) 
再 一 次 运用 外 形式 微分 公式 ， 
2 GPU) iD diin) (=f) 
再 积分 , 得 
[F"E] =E] = -04(€). (4.9) 
(4.7) 式 由 (4.8) 式 与 (4.9) 式 得 到 . 
为 了 了 解 0alabi 不 变量 的 几何 意义 , 我 们 考虑 一 个 简单 的 例 
子 . 
设 DCR" LF, RRR, RORY, 周期 为 二 
ABO Ef, Tex D>T"x R"; 
Fip, I)=(p, Ltpl), 1<é<n), 
这 里 9 是 角 变 量 坐标 ，[ 是 作用 量 坐标 ， 显 然 , SEO, XM 
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Och li 


RETE. TxD Lae MR RIO — — Sip! 由 
此 很 容易 计算 它 的 0alabi 不 变量 ， 
anf) = J Hodo. 


图 1_9 显示 当 w= 工 时 的 情形 ，Galabi 不 二 
变量 的 值 相当 于 so 与 1(so) 围 成 的 面积 的 t 
代数 和 ，so 是 工 -0 物 成 的 一 个 圈 ， 这 时 
Of) ERTE INH ERRAR S NII 
起 的 面积 流量 ， 在 高 维 情况 下 ， 这 个 流量 图 1-3 
是 向 量 值 ， 


$5 ENRE 


本 节 的 主要 任务 是 建立 连续 时 间 哈 密 顿 系统 与 离散 系统 之 间 
的 联系 ， 通 过 这 种 方式 ， 可 以 将 研究 较 高 维 哈密 顿 向 量 场 的 任务 
转化 为 研究 较 低 维 的 辛 映射 。 特 别 是 在 研究 不 变 集 附近 的 动力 行 
为 时 , 这 种 方法 特别 有 用 . 

RACK 是 流 形 的 一 个 子 集 EEX LAH RH, 
固定 oC A, its) BARE Be 的 最 大 积分 曲线 (4E A), M 
s(0)=v, 4 尽 可 能 大 . 有 三 种 可 能 性 ，(i)oEG(E), 向 量 场 的 零 
点 ， 这 时 对 所 有 i€ 4=R 有 s(t) =a, (ii) o€Z(E), 8(4N(0, 
00) NA=D (尤其 是 当 wE€84 几 及 , 6。 天 0 指向 4 的 外 面 ); Gii) 
存在 7>>0, 使 得 s(r)E 4， 而 当 0<w'<T 时 slv) 后 4， 我 们 以 如 
下 方式 定义 集合 AMM FES COANE Ke, AOR 
{+00}, 

0 ”类 型 (i)， 
-= W (ii), 
T XW), r 如 上 面 所 定义 、 
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ERX BRB, EE X LS Gy, HERR 
密 顿 函数 ， 具 有 能 量 HSA i 
fi H7(B)={E X, H(a)=H}. 
om-te BBX W-TPERM, CW ETF 

列 条 件 : 
| Ort™ G) 对 菜 一 个 BER, MCH 

(E); 
图 1-4 (ii) MN Z(E) =Ø; 

Gii) M 是 二 的 不 变 集 ， 并 且 是 完全 的 ， 即 当 z(0)E MM 时 ， 
EGH EER 都 有 定义 . 

X 中 (2n 一 2) 维 辛 子 流 形 8 称 为 用 的 庞 加 莱 截 面 ， 如 果 它 满足 下 
列 条 件 : 

(iv) SNM=B, SNZ(E)=D, SNM#Q,; 

(v) Sc H-E), 

(vi) RA K=SOM 在 3 中 有 一 个 开 邻 域 U， 回 归 时 间 函 
Rr EK PLEA CUA, EL, 

(vii) Æ HEME) Hii Ey EC RMS, LERH Hos, 
T.A-(E)=7S8Ob, HH De EH EPER TX 的 一 维 子 空 
H. ER AHH) RA- HEPA, HENZE) 是 子 流 
%, 因而 THEAB, 

(vill) M 中 任 一 点 ”都 位 于 
SEA EP OF = {s(t), #0, (0) 
=y€ K=M fs}, 

RERX LHe Ry, 
ARAM SHRM 满足 (i)、 
(ii), (iii), S 是 M 的 庞 加 莱 截 面 . 
WH OCU, 品 满 足 条 件 (vi), 都 有 在 X 中 的 邻 域 W 使 得 存在 
专 的 局 部 流 Sf W>X, 它 定义 在 区 间 r(o)—8<t<r(a)+8,e>0, 
r: U>R 是 集合 如 上 的 时 间 回 归 函 数 . 定义 庞 加 菜 映 射 9: US: 
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Z(E)N4=X4,7(21)=0 


g(@)= f(a), nED. (6.1) 
BY, 集合 K=SNM 是 映射 9 的 不 变 集 . 
定理 1 哈密 顿 流 的 庞 加 菜 映射 是 辛 映 射 . 
证 明 设 f'W> 了 是 的 局 部 流 W'-WOS, 我 们 要 证 
明 的 是 glw REA. BRI 的 辛 结构 9 是正 合 的 ， 即 
Q=986, O 是 1 形式 .根据 外 微分 求 导 公式 ， 


Z G") =i f) + fd, 6.2) 
MX PARERE HDA X HOARN A j HFH 
(DR ft LAREN, 
Ginlw)*oftt= (f'18)"edn 6.8) 
Hy =W NHE), 以 及 
jidH -0, (6.4) 
对 (5.2) 式 两 端 作用 算 子 jh 并 利用 (5.8)、5.4) 式 , 得 到 
(F001 01) die (ie) f’), (5.5) 


其 中 O,= 750, 现在 我 们 在 五 -+( 瑟 ) 内 考虑 问题 。 ERA W= 
WAHE) HEB, TER ft(o) CS 的 最 小 正太 可 


以 看 出 , WIR 9EU, F(a) =a); A(a)= [O UOS a)di, 这 是 


一 个 实 信函 数 ，h(2) |。 a(6,0) =f "(a ds, BIA: Ga) = 
F7(@), 这 是 从 仇 到 有 8 的 映射 ,显然 gw 一 gw 
利用 通常 的 对 积分 求 导 公式 , 可 得 : 
dh== (osO°o9)dr+k. (5.6) 
根据 下 式 定义 线性 映射 多 ， 它 把 五 -+( 瑟 ) 上 的 工 形式 转移 为 人 
上 的 工 形 式 
Fala) =(f%"a)(a), a€Q(H-(E)), oP 

对 互 -+( 召 ) 上 的 任意 1 形式 % 

g’'a= Fat (isa) gdr, (5.7) 
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实际 上 , 如 果 oH, ve T.H E), 
Tag (v) =Ta f! (0) lizze t dt(v) *€og(a), 
将 a 作用 在 上 式 两 端 , 便 可 得 到 (5.7) 式 . 
有 了 以 上 准备 工作 , 我 们 再 考虑 (5.5) 式 .从 点 CW 起 始 , 在 
t€ [0，Y(o)] 积分 , 可 得 
FO,-O,=k, (5.8) 


Hy (5.6) (5.8) xX, 可 得 

9°01 -B=dh. 
两 端 作用 外 微分 算 子 6， 得 到 9 了 保持 js8， 这 说 明 9|w.=glw 保 
FT Ql rs, 

， 对 于 9 不 是 正 合 的 情况 , 如 果 go) Aa, RAL WA BB 
{fP(oo)，-5<t<r(oo) 十 8，3>0]} 的 一 个 管状 邻 域 ， 而 当 9(oo) 
=m 时 ， 可 以 考 虚 闭 圈 {f'(w0), 0<t<7(wo)} 的 管状 区 域 ， 在 前 
才情 况 下 ， 这 样 一 个 邻 域 是 单 连通 的 ， 因 此 辛 结构 必然 是 正 合 的 . 
而 在 后 一 种 情况 下 ， 可 以 将 证 明 转 移 到 闭 圈 的 管状 邻 域 的 通 有 覆 
yá 盖 流 形 上 去 . 

利用 庞 加 莱 截 面 ， 可 以 将 连续 时 间 哈 

密 顿 系统 的 周期 轨 进 行 分 类 . 

Te) MEKAR, OHA, H 

s 是 相应 的 哈密 顿 量 .因为 在 M 上 五 取 常 

图 1-6 值 , MURE ECER, i MCHE). H 

定 任意 一 个 wo€ M, 取 (2n 一 2) 维 辛 子 流 形 S， 它 具有 性 质 (i)SC 

HE); (二) 只 在 一 点 相交 于 M, WH a; (iii) HO (E) ASH 

BE RR. 这样 一 个 8 RRR. ART, K 只 是 

一 个 点 {mo}， 为 了 证 明确 实 存 在 这 样 的 S， 我 们 取 一 个 含有 zo 的 

辛 坐标 卡 , 在 此 坐标 卡 内 , zo 相应 于 原点 ，M 在 此 局 部 坐标 系 定义 

域内 部 分 被 映射 到 g Bh. 这 样 的 选择 显然 是 可 能 的 . 在 所 选 的 
坐标 系 内 ， 
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HE) 


H, p) |} _ ; 
g ar 0 (1>2). 


-—- 2H, p) _ <j 
Pi òq; 0, 1<j<n, 


因而 在 履 的 邻 域内 五 ba 
AG. 5 g", Po ot, Pd = -p+ aC 0，…， Or AMA: 
REEM hb dH +0, TRR 因此 号 a 0, 


ile 在 m 和 处 的 等 能 量 面 的 切 空间 由 向 量 部-(L<isn)， 

Foy ONS, 到 任 一 H-(E) ft (2n—2) nA Ñ Dm, 
EATS i oe (2<j<n) ERK. ES KEEA 
om 的 开 邻 域 S， 它 是 辛 子 流 形 ，wo 是 唯一 与 族 相 交 的 点 ， 这 
H, Pa H(E) = 了 MG TS 这 保证 了 在 oo 处 的 模 裁 性 条 件 ， 
取 足够 小 ,使 得 S 上 处 处 与 向 量 场 $ 模 截 相交 ， 这 个 8 WEIL BE 
加 莱 截 面 ， 通 过 这 样 方式 ， 可 将 研究 在 周期 轨道 附近 的 相 流 行为 
转化 为 研究 在 不 动 点 zo 附近 局 部 辛 微分 同 胚 9， 林 ->8 的 动力 行 
为 

在 不 动 点 附近 充分 小 邻 域内 征 分 同 胚 的 动力 行为 ， 可 以 由 其 
不 动 点 处 的 切 映 射 来 反映 .考虑 切 映 射 
Teg: T,S-T.S, XH: S,(Te,S) 中 的 一 元 
K. 根据 Teg 是 双 曲 型 或 是 椭 贺 型 或 是 混 
合 型 ， 而 称 周期 轨 是 相应 的 类 型 ， 比 较 特 殊 
的 情况 是 二 自由 度 哈 密 顿 系统 ， 它 在 周期 鸭 
附近 的 铸 加 莱 映 射 或 是 双 曲 型 或 是 椭 加 型 . 图 17 

以 上 的 求 找 庇 加 莱 映 射 的 过 程 ， 是 将 连续 哈密 顿 系统 化 为 离 
散 系统 ， 这 个 过 程 也 可 以 反 过 来 ， 得 到 的 连续 系统 称 为 扭 扩 哈密 
顿 系统 ”这 里 从 路. 


a7.) 
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§6 完全 可 积 验 密 屯 系 统 


在 庞 加 莱 以 前 ， 大 部 分 研究 哈密 顿 系 统 的 工作 集中 在 寻找 积 
分 、 如 果 有 充分 多 的 相互 独立 的 首次 积分 ， 那 么 此 系统 就 是 可 积 
的 .对 于 一 个 2n 阶 常 微分 方程 , 我 们 知道 , 如 果 能 够 找到 2n 个 独 
立 的 首次 积分 ， 则 方程 的 求解 就 只 剩 下 代数 工作 了 .由 于 有 哈密 
顿 结构 , 对 "个 自由 度 哈 密 顿 系统 , 我 们 将 在 稍 后 看 到 ， 不 必 寻 找 
2n 个 独立 的 首次 积分 , 而 可 以 少 得 多 。 从 动力 学 角度 来 看 ， 可 积 
系统 是 非常 简单 的 ， 和 名 逢 可 能 的 运动 都 很 规则 .不 幸 的 是 可 积 系 
统 非常 稀少 ， 加 上 一 点 沈 动 ， 如 以 性 就 会 被 玻 坏 . 然而, 研究 这 
种 系统 仍然 是 很 重要 总， 四 为 经 常 认 到 的 系统 是 可 积 系 统 加 小 扰 
动 . 

首先 简要 概述 一 下 险 密 帆 泪 数 及 尚 旦 场 的 李 代 数 ， 所 谓 李 代 
数 , 是 一 个 向 量 空间 也 RRE TIAE AHMAT LX LoL, 
满足 雅 可 比 恒 等 式 : 

[[4, B], 01+ 11B, 93, Al+[[O, 4], B]=0, 

设 BMRB, 67: X 上 的 向 量 场 . 由 此 可 以 定义 向 量 
A EWEFA LOX, R)O(X, R), X 上 的 可 微 函 数 9 关于 
向 量 场 & 的 李 导 数 是 9 在 方向 二 上 的 导数 


(Zep) (0) =F | PE), 


其 中 如 是 由 向 量 场 & 生 成 的 单 参数 变换 群 。 WREX 上 定义 有 
两 个 向 量 场 &.m， 相 应 地 ， 可 以 有 两 个 李 导 数 算 符 Fe AL, 由 
此 可 以 定义 一 个 新 的 线性 微分 算 子 LL- LL, 这 需要 下 列 引 
理 : 

IR HF LL- LL, 是 线性 微分 算 子 . 

证 明 这 只 需要 在 局 部 坐 款 系 下 证 明 即 可 。 设 (DV， p) eM 
前 一 个 坐标 卡 , 局 部 坐标 系 是 (z,, …, Om), EMBER, Dy 和 
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L 的 表示 式 分 别 是 
L-i hong. 


容易 算出 : 
(Lip TnL) == $3 ( S24 -m SE) 20- 

BEM Lli- Deb RAO HF, 由 对 侦 关 系 ， 它 一 定 对 应 
于 其 一 向 量 场 <， 这 样 就 导出 向 量 场 和 的 泊 松 括号 的 定义 : 

定义 1 流 形 上 两 个 向 量 场 和 当 的 泊 松 括号 是 一 个 向 量 声 
E 

D,==L,L,— LrLe. 

记 为 《= 车, n]. 

在 局 部 坐标 系 下 , 向 量 场 < 的 分 量 有 如 下 表示 式 : 


LZ S se, Ons Sn), 


ôv; 
BR, DL EARE SMN RIE X 上 的 向 量 场 成 
为 一 个 李 代数 . 为 了 证 明 这 一 结论 , 只 需要 证 明 雅 可 比 恒等式 
Deze ,ny = Le Leg sn Daeg mal; 
= DLL, —D;L_L,+ Lp Lr Le- Ly DeL. 
ERD Leek 一 共有 12 项 , 每 两 项 一 样 ， 符号 相反 ， 
代数 和 正好 为 0. 
记 向 量 场 a.pB 生成 的 流 是 of, OF, 
定理 1 两 个 流 a 与 5: 交换 的 充分 必要 条 件 是 相应 的 两 个 
向 量 场 x 与 B 的 泊 松 括号 为 0. 
证 明 容易 验证 , H X 上 任 一 光滑 函数 四 
BEE |o Pba) —(0'a'a)} = (enap) (0) =0, 
由 此 可 以 得 到 
9(a'b'a) 一 六 (Daia)。 
注意 这 是 对 任意 9 都 成 立 , 定理 得 证 ， 
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WES EMA. CX, O) 2n RMB. 
给 定 卫 上 的 函数 瑟 ; 也 >R， 我 们 就 得 到 一 个 单 参数 变换 群 fa: 
XX, CEH H 对 应 的 险 密 顿 向 量 场 Id 五 而 产生 的 流 ， 设 也 
是 对 上 另 一 函数 . 

定义 1 辛 流 形 ( 民 ，Q) 上 两 函数 到 和 五 的 泊 松 括号 是 也 
在 哈密 顿 向 量 场 [dH 方向 的 导数 : 


(P; D@)-4| PGO). 


因此 , 两 个 函数 的 泊 松 仍然 是 一 函数 . 
推论 函数 卫 是 哈密 顿 流 和 的 首次 积分 的 充分 必要 条 件 是 
(F, H)=0, 
在 $4 中 我 们 曾经 定义 过 函数 的 微分 与 哈密 顿 向 量 场 之 间 的 
AHRR I, 
A(n, I0) =0(n), 
9 是 1 形式 , Mind-dH, RUPSAHERBSSTI ERAF 
作用 在 向 量 场 I4H， 
(F, H)=dF(IdH), 
也 等 于 2 形式 O 作用 在 二 向 最 场 TI48 IdF, 
(F, H)=Q(IdH, IdF). 
不 难 验证 , 在 此 泊 松 括号 下 , X 上 的 函数 构成 李 代 数 . 
在 辛 流 形 上 ， 两 函数 的 泊 松 括号 与 此 两 函数 的 微分 所 确定 的 
哈密 顿 向 量 场 的 泊 松 括号 有 密切 关系 : 
定理 3 记 B 与 荆 是 由 西数 6 与 7 决定 的 哈密 顿 向 量 场 . 
(B, 站 也 是 哈密 顿 向 量 场 ,其 哈密 顿 函 数 正好 是 6 和 7 的 泊 松 括 
号 . 
证 明 E(B, T]=D, 由 雅 可 比 等 式 ， 
[A, D)=[[4, B], T]—[L4, T], 8). 
所 以 Lop=LrLe— LsLr, 
Lp Le r. 
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定理 8 WREE (XY. 8) 上 的 哈密 顿 函数 及 关于 由 万 确 
定 的 哈密 顿 流 f RE, 则 五 是 由 瑟 确定 的 哈密 顿 系统 的 首次 积 
分 . 

由 于 哈密 顿 系 统 的 这 一 系列 特殊 性 质 ， 具 有 风 个 自由 度 的 哈 
密 顿 系统 可 以 只 由 % 个 独立 首次 积分 的 存在 性 而 决定 其 可 积 性 . 
注意 到 这 相应 于 2n 阶 常 微 分 方程 ， 在 一 般 情况 下 只 有 在 找到 2n 
个 独立 首次 积分 后 问题 才 算 解决 ， 这 就 是 刘 维 尔 关于 可 积 系统 的 
定理 . 

定义 2 ”如果 辛 流 形 上 两 个 函数 与 的 泊 松 括号 恒 为 
=, 称 此 两 函数 对 合 . 

刘 维 尔 证 明了 对 于 一 个 % 自 由 度 哈 密 顿 系统 ， 如 果 存 在 % 个 
对 合 的 但 相互 独立 的 首次 积分 ， 则 此 系统 可 以 通过 求 已 知 函 数 的 
积分 而 求解 ， 具 体形 式 如 下 : 

ERA 设 在 2n 维 辛 流 形 AX 上 存在 m 个 对 合 的 首次 积分 : 

Fi, Fy (Pa F)=0, i, j=, 2, =, n, 
WE G=1, 2, --, n) 的 等 值 面 Mp 
M,={0; Fi(@)=gu i=1, 2, =, n}, 
HF. £M, 相互 独立 ， 即 在 M, 上 的 每 一 点 ，n 个 1 形式 dF 线 
性 独立 , 那么 

G) M, 是 一 个 光滑 流 形 ， 关 于 由 哈密 顿 函数 五 = 了 1 决定 的 
哈密 顿 流 不 变 ; 

Gi) MRM, 是 紧 连 遂 的 ， 那 么 它 同 胚 于 n BH Te 
{CPi +++) Pa), mod ar}; 

Gi) EM, 上 的 哈密 颜 流 fe AVA, PA eR 
ER P= (Pir s Pn) A, WA 

dp 


a” o=0(9). 


(iv) ARRAS H 的 正则 方程 可 以 用 对 已 知 函数 求 积 
分 的 方法 求解 
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HT ER GP, 在 M, 上 相互 独立 (1<i<n)， 由 隐 函 数 定理 ， 
,确实 是 2n 维 六 空间 中 的 n 维 流 形 ， 而 且 ， 在 此 流 形 M, LE 
在 % 个 可 交换 的 但 是 线性 独立 的 向 量 场 。 事 实 上 ， 由 算 子 I， 我 
NBA X ba eH dP GB I<i<n), MH HA, 这 
些 向 量 场 也 是 交换 的 . 这 同时 也 说 明 ,在 向 量 场 dF, 上 的 异 数 
AF (i, j=1, 2,0, n). 换 一 种 说 法 ， IdF, 相 切 于 M,. 这 样 ， 
我 们 已 经 证 明了 M, 关于 nv 个 交换 的 险 密 顿 流 Sr, 的 不 变性 : fre 
frf bofis M, 并 且 是 于 的 拉 格 朗 日 流 形 。， 因 为 (Fi, 了) 一 
Q(IdF,, IdF,) =0. 

作为 第 二 步 , 我 们 假设 M, 紧 连 通 ， 根 据 上 面 的 证 明 ， 有 Ms 是 
光滑 的 n 维 紧 连 通 流 形 。 PEM, 上 有 nw 个 两 两 交换 、 线 性 独 
立 的 向 量 场 , 因而 M, 同 胚 于 一 个 ” 维 环 面 了 ". 

为 了 看 清 这 一 点 , SGI, 2, …，%) 是 相应 于 M, 上 给 定 
的 mn 个 向 量 场 生成 的 单 参数 微分 同 胚 群 。 由 于 向 量 场 交 换 , fi 之 
闻 也 交换 。 所 以 我 们 可 以 在 M, 上 定义 一 个 交换 群 R"={r} 的 作 
H: 

fM >M, fT =fPofzeo--o fr, 

(v= (41, T2, Ta) ER") 

BRS =f of MRE oC 用 5, 我 们 便 得 到 一 个 映射 
f:R°>M,, jz) 一 oo. 
m 首先 沿 着 fT 的 轨道 运动 , 然后 再 沿 着 FP, SR. 因为 
这 些 流 交 换 ， 所 以 不 论 以 怎样 的 次 序 ， 最 终 藻 点 是 唯一 的 .由 于 
M, RETH, AR j: ROM, ER ER, 但 不 是 1-1 对 应 的 , 定 
义 集合 三 = {zER'， ro=ooj， 忆 显然 是 民 " 中 的 一 个 子 群 ， 并 
且 不 依赖 于 v KE E, 由 于 f" ERER, 对 任意 m4€ 及， 存在 
TER", $i m= m. BEL, Bp f7a=m, eM f o= f= 
$70 = oy, EBE L nh RR BA AR H dF, i R HE 
立 性 ), 荆 还 是 一 个 离散 子 群 。 既然 荆 是 R" 中 的 离散 子 群 ， 存 在 
R" 中 的 个 (0<k<n) 线 性 独立 向 量 e4，…，es€E 了 使 得 本 就 是 
32 


这 些 向 量 的 整数 线性 组 合 . 
考虑 个 圆周 与 n--k 条 直线 的 乘积 

TX R= {(p1, +, Pis Yay ts Ya) p mod2m 

以 及 从 R" 到 T*xR"* 的 自然 映射 p 
plp, y) = (p mod 2m, y). 

R HRR So e fal Fi= (0, ep2, 0, =, 0) 被 映射 到 0 
点 ， 取 生成 子 群 荆 的 个 生成 子 61, …, en 可 以 看 出 , 存在 R> 
Re 的 同 构 映射 A, EAC fi) =e, 1<i<k， 这 样 ， 我 们 得 到 TX 
R"-* 的 坐标 卡 R' 一 {(9, y)} M, 的 坐标 卡 {v}， 于是， 可 以 通过 
下 列 交换 图 , 定义 T*x ROM, 的 映射 A 


R*={(g, y)}_4,R"= {7} 

? Í 

TPxR— _, M, 
A 


显然 , 4 是 一 个 微分 同 胚 ， 由 于 M, 是 紧 的 ,4 一 m%， 这 样 ， 我 们 同 
时 也 得 到 了 M, 上 的 % 个 角 变量 坐标 (gs, Po, <*> Po). EAA 
(t, 0, …, 0) ER" 有 唯一 的 线性 组 合式 


G, 0, +, 0)= Bot (6.1) 


Fh eit oF ew ey RA IdF 决定 的 方程 就 是 
p= on pl) =p (0) +ot. 
到 此 为 止 , 我 们 已 经 证 明了 定理 4 的 大 部 分 结论 , 除去 方程 可 以 用 
对 已 知 函 疲 求 积分 的 方程 求解 这 一 结论 . 
现在 我 们 的 目标 是 找到 辛 坐 标 系 (I，p)，9 即 是 如 上 M, 上 
的 角 变 量 而 使 得 首次 积分 了 只 依赖 于 变量 I， 一 般 称 之 为 作用 变 
量 ， 由 方程 (1.4) 得 到 : 
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因此 

I(t)=10), p) =9(0)+o(To)t. 
这 就 说明 哈密 顿 方程 通过 求 已 知 函 数 积分 而 全 部 解决 ， 从 而 完成 
刘 维 尔 定 理 的 全 部 证 明 . 

构造 M, 在 R” 相 空 间 中 的 一 个 开 邻 域 ， 让 9 取 遍 中 心 在 9 
Wn ERR. HERB) MHz= taE R2: 了 ,一 94}, dF, 线性 独立 , 如 
R pAg 便 有 2Mzn Mp =D. BROW M, 上 的 角 变量 坐标 ， 
(9, 9) 构 成 了 M, 附近 的 一 个 坐标 系 ， 这 表示 HM 微分 同 胚 于 
xB, 在 坐标 系 (9，9) 之 下 ， 由 哈密 顿 函数 了, 决定 的 相 流 可 以 
用 非常 简单 的 2n 阶 常 微分 方程 表示 : 

fom Boa, 
其 中 心 如 (6.1) 式 所 定义 . 

所 以 ， 要 用 求 已 知 函 数 的 积分 这 一 方法 求解 正则 方程 组 
(1.8), 我 们 只 需要 寻找 g 的 具体 表达 式 ， 而 这 一 点 也 只 需要 通过 
代数 和 求 已 知 函 数 积分 的 手段 米 达 到 ， 当 然 , 在 一 般 情况 下 ，(9， 
9) 不 是 辛 坐标 , 但 是 可 以 找到 函数 T=I(g), I= (I, Ia, …, In) 


使 (I, 9) 是 六 坐标 ， 这 时 的 六 结构 就 是 9~dI Adp= Sal, hdp, 

为 了 构造 这 梯 的 作用 - 角 变量 坐标 , 我 们 首先 研究 只 有 一 个 自 

由 度 的 哈密 顿 系统 。 在 一 般 情况 下 ， 一 对 共 帮 变量 记 为 (p，g)， 

H-H(p, 9)， 这 样 的 系统 具有 一 个 首次 积分 即 能 量 积分 HB 

照 定理 的 要 求 , 对 AER, 如 一 /是 一 个 紧 连通 曲线 Ma. 由 此 可 以 
按照 如 下 步 又 寻找 作用 - 角 变 量 坐标 : 

I=I(h), $, dp—2m, (6.2) 


为 此 引入 母 函 数 S(I, g), 以 期 利用 解 方程 


ST, 4). — SI, 9) 
P= ag” p a” 


as(I, q) ` 
(BC, gq) -4D (6.8) 
而 得 到 (7，9)， 设 函数 4(Z) 是 可 逆 的 ， 因 此 每 一 个 曲线 Ma 都 可 
以 由 工 决 定 。 所 以 , 对 固定 的 了 根据 (6.3) 式 , 可 得 


dS =påq. 


I=const 


这 决定 了 在 曲线 Man 上 的 一 个 微分 1 形式 4S， 沿 着 此 曲线 对 此 
1 形式 积分 , 我 们 便 得 到 一 个 函数 


S(T, a) =f" pap. 
这 便 是 作为 变换 (6.8) 的 母 画 歼 ， 在 (I, go) RE, (6.3) 的 第 一 条 
显然 是 满足 的 。 HT RIERA, WAL Mn 积分 一 周 ， 得 


到 


48(D = 下， pa 
这 相当 于 由 曲线 Macy MERHBA. R SZ Macy ESE Z A A 
数 , 相差 积分 面积 的 整数 售 , 这 则 -38 没有 影响 但 导致 了 对 = Fo 


的 定义 影响, 这 看 来 相差 -2 人 O 的 整数 借 ， 不 过 这 正 说 明 了 角 
变量 性 质 ， 为 了 满足 (6.2) 式 的 第 二 个 条 件 , 我 们 需要 
BD- TI- 和 -=- 痉 ， 


其 中 Am | pg RARR H-A 图 成 的 区 域 之 面积 、 根 据 假设 


-只 #0， 所 以 &(J) 的 北 Ch) 是 存在 的 ， 这 就 得 到 了 由 母 函 数 
SC, g)= f pia 定义 的 正则 变换 (6.3)， 满足 (6.2) 


根据 单 自由 度 哈 密 顿 系统 寻找 作用 - 角 变 量 的 经 验 , 我 们 现在 
来 建立 作用 - 角 变 量 坐 标 系 ， 研 究 对 象 自然 是 具有 % 个 自由 度 的 
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MEURE HH (p, d). Be pg WOM, HR LAR 
几 里 德 空间 Re 内 ， 根 据 条 件 , 存在 个 独立 的 首次 积分 FH, 
Ps。…， 卫 ,他 们 自然 是 对 合 的 ， 类 比 单 自由 度 的 情况 ,选择 作用 
变量 2n7 一 fpdg. 
Bay yo …， Ya 是 在 nn 维 环 而 M, 上 一 维 图 的 基 , 即 绕 一 
图 , p 增加 2m Tipi ARMI. HE 
Lo) = sof, da, (6.5) 
这 样 做 的 根据 是 了 的 取 值 不 依 吉 于 7 的 选择 ， 实际 上 我 们 已 经 
EM, ARRAN, MI 2 形式 dp 
y dote My 上 任 一 3 链 上 的 积分 始终 为 0， 取 
Y 是 另 一 个 一 维 图 , 具有 相同 的 伦理 , 7-7' 就 
可 以 是 一 个 二 维 区 域 的 边界 ， 根 据 斯 托 克 斯 
AA: 


由 (6.5) 式 确定 的 量 I.(9) 称 为 作用 变量 . 

设 对 于 给 定 的 mn 个 首次 积分 Pi W go n 个 量 世 互相 独立 ， 
即 det(22)| 0, 二 是 在 环 面 MM 附近 可 以 取 (I, 9) 为 局 部 此 
HR. AH, BUI WIE, 变换 (p, D>C, 9) 是 正则 的 , 即 

È dp, Ndg = Dal, Ady, 

为 了 证 归 这 一 点, PBE M, LAWL RK pd. RNA 
道 M, EARED RNE, 因而 此 形式 在 Mrs 上 必然 是 闭 的 , 因 
为 它 的 外 导数 cp Ade 在 M, 上 恒 为 0， 所 以 , 积分 

S(@) =f; palw 
并 不 因 积 分 路 径 改变 而 改变 ， 所 以 , 8(o) 是 M, 上 的 多 值 孙 数 ,每 
绕 一 周 积分 而 得 到 的 值 是 
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48- | dS 201, 
ot 


取 wmo 是 MM。 上 的 一 点 ， 其 邻 域内 g 是 MM, 上 的 局 部 坐标 系 使 得 
MCR" 是 由 nn 个 方程 p=plI, g), * 


4 (to) go 决定 的 ， 在 go 的 一 个 单 连 ZA 2 


通 邻 域内 可 以 定义 一 个 音信 函数 
sa, 9)=[ p(T, aes, ae 


并 用 此 函数 作为 正则 变换 图 1-9 


的 母 函 数 。 这 个 母 函 数 实际 上 在 M 的 一 邻 域内 定义 了 这 样 一 个 
ER. 坐标 9 是 多 值 的 ， 


os 
Ap = A, 可 = 20045, 


我 们 知道 , 角 变 量 本 来 就 是 多 值 的 . 

到 此 为 止 ， 我 们 看 到 作用 - 角 变 量 的 寻求 只 是 经 过 代数 方法 
( 求 反 函 数 ) 以 及 求 已 知 函 数 积分 的 方法 而 得 到 ， 在 作用 - 角 变 量 
坐标 下 , 哈密 顿 方程 被 转化 为 


oH - OH 
i=- e=57 D 
因而 
IO-IO， p0) = 2 z@))t+9(0). 


MIRC- HY aR A BARR EA KARA A SR, 这 就 
完全 证 明了 刘 维 尔 定理 . 
[ 例 ] 简 谐 振子 的 哈密 顿 函数 


He Spee, 
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对 任意 hERR+, H(p, 9) = 确定 了 一 个 椭圆. 它 所 围 的 区 域 面积 
A(h) =n(V/a) (VDh/D) = 20h /ab =2Qach/co, 

2 是 简 谐 振子 的 固有 频率 .因此 , 对 简 谐 振子 而 言 ， 作 用 量 是 能 量 

与 频率 之 出 , 角 变量 当然 是 振子 的 相位 。 
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第 2 章 


KAM 理 论 


§7 ZAK KAM 理论 


考虑 具有 nn 个 自由 度 的 哈密 顿 系统 。 根据 刘 维 尔 定理 (参见 
ABH 31 页 ), 如 果 该 系统 具有 nn 个 独立 的 对 合 的 首次 积分 , 这 
个 函数 确定 的 等 值 面 是 紧 的 且 连 通 ， 那 么 这 个 等 值 面 同 胚 于 n 维 
环 面 , 这 个 环 面 关于 哈密 顿 流 不 变 , 在 环 面 上 的 流 是 拟 周 期 流 ， 基 
于 这 层 考虑 , 我 们 经 常 研究 变量 为 作用 量 及 角 变 量 的 哈密 顿 系统 ， 
H=H(1, pọ), I=(L, =, LBA, p=(pı, =, P) AfA 
变量 . 

显然 ， 最 简单 的 哈密 顿 系统 莫 过 于 可 积 系统 .这 时 ，2m 维 相 
空间 分 层 为 一 族 n 维 不 变 环 面 ， 在 每 个 环 面 上 系统 的 运动 是 拟 周 
期 运动 ， 这 时 的 险 密 顿 函 数 只 依 束 于 作用 变量 五 = 五 (IT), 其 运 
动 方 程 为 
oF w(t), (7.1) 
EME T(t) =1(0), p(t) wwt+p(0)。 拟 周期 运动 的 频率 由 
aw(T) 决 定 ，w(I) 决 定 了 一 个 由 作用 量 空间 到 频率 空间 的 映射 

本 世纪 以 前 , 许多 数学 力学 家 穷 其 毕生 精力 去 寻找 正则 变换 ， 
以 图 将 一 般 哈 密 顿 系统 变换 为 一 个 可 积 形式 . 但 是 ， 人 们 现在 已 
经 明白 , 可 积 系统 极其 稀少 , 窗 车 有 晨星， 如果 能 够 直接 研究 不 可 积 
系统 , 自然 是 很 理想 的 , 但 是 现 有 的 手段 还 十 分 有 限 , 得 到 的 结果 
BD, 在 这 种 情况 下 , 研究 可 积 系统 的 扰动 , 无 疑 是 一 种 可 行 的 方 
A. 其 实 ， 自 然 界 的 许多 现象 都 可 以 用 一 种 近 可 积 险 密 顿 系统 来 
描述 .在 这 人 一 方面 ,产生 于 本 世纪 5060 年 代 的 KAM 理论 是 哈密 
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1=0, p= 


顿 系统 研究 理论 发 展 的 里 程 碑 . 它 使 太阳 系 的 稳定 性 得 到 合理 解 
释 ， 并 使 人 们 重新 以 审慎 的 眼光 来 看 待 统计 力学 中 一 系列 观点 和 
猜测 . 

在 叙述 这 一 理论 之 前 ， 我 们 首先 研究 一 下 拟 周期 运动 的 频率 
(也 称 为 旋转 向 量 )， 对 于 一 个 旋转 向 量 o= (ou w2, ++, On), 我 
们 通常 按照 下 列 规则 将 其 分 为 三 类 ， 

(i) 满足 无 理性 条 件 (Diophantine 条 件 )、 如 果 存 在 正 数 
D(w)>0, 使 得 

Idk, ol- [Sth] >Does aD 
对 所 有 非 零 整 数 向 量 k= (k e, 加) 成 立 ， 其 中 
[kli= [kilt [ka] tt [kn], p>n—1, 
(C) HERRER. FE PARS RMB RS 
<k, o> =0, (7.8) 

Gil) 刘 维尔 向 量 . 不 满足 以 上 两 条 件 者 . 

EBL 在 % 维 欧 几 里 德 空 间 R" 中 ， 几 乎 所 有 向 量 满足 
Diophantine 条 件 . 

注意 , 《7.2) 式 中 的 Diophantine 常数 DC(w) 并 非 关于 o 一 
致 ， 它 依赖 于 w， 车 固定 一 个 充分 小 的 D, 我们 只 能 得 到 一 个 充 
分 接近 全 测度 的 正 测 集 ， 在 此 集中 (7.2) 式 对 于 选 定 的 D>0 成 
vat . 
TER AML R 中 任意 有 界 区 域 2 在 Q 中 不 满足 
ODRA Oo 的 集合 是 勒 风格 零 测度 集 ， 

对 住 何 8s 二 0， 到 首 定 的 非 零 整数 向 量 b 在 Q 中 满足 

sails |<k, o> | <8] klz? 
的 集合 记 为 Ole, k). 考虑 两 个 平行 的 (一 思维 超 平面 
Pi: <k, o> =8\k|T*, 
Pa, <k, o>=—8'k lz", 
BR, QO¢, HEKHAEHZH. W 
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[R].o=max{| isl, lka], =, hal} 
此 二 平行 超 平面 的 距离 


28 | 
d<—— |k{z*, 
[ko Ii 


由 于 有 关系 式 
D 1<2n(2r+1)"! 


eer 


Jkl | kli <n] k |e 
roto meas(Q(s, k))<meas(Q)4sh 3 (29-1) 8-4) 


meas KH) BME, HP u>n—-1, LERA. i e0, 
便 得 到 定理 的 证 明 . 
考虑 一 个 近 可 积 的 哈密 顿 系统 , 其 哈密 顿 函数 为 
H(I, 9)=No(D)+PollI, p). (7.4) 
Hp T= (Ly, Ia, ++, Tn) FEE FA Ht, P= (Pr, Po, +s Pn) FE fa ZE 
量 ，No(T) 满 足 柯 尔 莫 哥 洛 关 非 退化 条 件 


det( on ) #0, (7.5) 


Pr 充分 小 ， 如 果 没 有 非 可 积 扰 动 , 即 Po= 0 此 系统 是 可 积 的 . È 
的 解 具有 非常 简单 的 形式 


T()=1(0), pl) =9(0) + He (0+. 


注意 到 9 是 角 变 量 ， 整 个 相 空 间 被 分 层 为 一 族 不 变 环 面 工 = 
const.， 在 每 一 不 变 环 面 上 哈密 顿 相 流 是 拟 周 期 的 , 频率 = 


She 4 P 存在 时 ， 在 一 般 情况 下 可 积 性 这 到 破坏 ， 对 于 一 般 


系统 , 落 没 有 哈密 顿 结构 ,， 我 们 知道 当 扰动 存在 时 , 所 有 的 不 变 环 
面 都 可 能 被 破坏 ， 例如 二 阶 线 性 常 微分 方程 中 心情 况 ， 在 标准 形 
式 下 椭 回 型 不 动 点 被 一 族 连 续 的 周期 轨道 所 包围 。， 而 当 有 护短 
时 , 在 一 般 情 况 下 所 有 的 周期 轨道 都 可 能 被 破坏 、 然 而 , 对 于 哈密 
WAS, 柯 尔 莫 哥 洛 夫 在 本 世纪 50 年 代 提出 一 个 非常 令 人 惊讶 的 
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WRD (7.4) 式 中 扰动 项 的 出 现 并 不 能 全 部 破坏 未 受 扰 系统 的 
不 变 环 面 、 与 之 相反 , 大 部 分 的 不 变 环 面 仍然 存在 , 在 这 些 环 面 上 上 
的 哈密 顿 流 仍然 是 拟 周期 流 ， 这 些 流 的 频率 满足 Diophantine 条 
件 (7.2). 阿诺德 (V. I Arnold) 在 本 世纪 60 年 代 成 功 地 完成 了 
当 (+1.4) 为 解析 函数 时 的 证 明 c9， 莫 泽 (J. K. Moser) 证 明了 扭转 
保 面积 映射 的 不 变 曲 线 存 在 性 "他 使 用 了 纳什 - 莫 泽 技巧 , 使 得 
这 一 结论 在 映射 具有 03” 可 微 性 时 便 可 以 成 立 ， 后 面 将 看 到 , 可 
微 性 对 不 变 环 面 存在 性 具有 非常 重要 的 影响 ， 
定理 2( 经 典 KAM EM) 设 哈密 顿 系统 (7.4) 满 足 如 下 条 
件 ; 
(i) H(I, 9) 在 区 域 3。 上 实 解析 : 
J |Img|<t, I-I] <s; 
Cii) 柯 尔 莫 哥 洛 夫 非 退化 性 ; 
Gii) 满足 Diophantine 条 件 ， 
En (10), 对 |>DIti VEE ZM {O} 


HERR e>0, FE d=d(e, D, m, 8, t)>0, MIRE Zo A |Pol 
<d, 那么 方程 
-3H fa oH (7.6) 


TELA BME SLA — A n ER 
I=I+T (8), 

p=0+0(9), (1.7) 

Sop D5 O LAMM |Im D| <5 上 周期 为 ar 的 实 解析 函数 . 

此 不 变 环 面 上 的 演 可 由 下 式 描述 

oH 

P=, + JI (TOt. 


WH, 这 样 的 不 变 环 面 充分 接近 于 原 可 积 系统 的 相应 不 变 环 面 ， 
ITI+I@!<s. 
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“FES HERZ, 我 们 首先 看 -* 下 此 定名 喜 味 着 什么 , 假 
设 No(I) 在 开 集 Z 上 实 解析 ， 对 充分 小 但 是 固定 的 常数 Do( 不 依 
BF o), HEH 1 的 证 明 , 可 以 看 出 有 -一 个 充分 接近 于 U 的 勒 由 
格 测度 的 正 测 集 UCU, 在 U: 上 不 仅 (7.2) 式 成 立 ， 而 且 相 应 的 
Diophantine 常数 D(w)>Do. WR INE Us, Æ NR 3) | Pol <d 
下 ， 相 应 的 不 变 环 面 仍然 存在 。 这 个 集合 U1 是 一 个 康 托 集 ， 当 
ON, 此 集合 的 测度 趋向 于 区 的 测度 ， 但 是 我 们 永远 得 不 到 全 
WE 注意， 在 上 述 讨论 中 我 们 利用 了 柯 尔 莫 哥 洛 夫 非 退化 性 条 
件 . 

定理 2 的 证 明 比较 复杂 , 这 里 不 给 出 全 部 的 证 明 , 仅 描述 .一 个 
证 明 梗概 ， 证 明 的 基本 技巧 是 采用 和 牛顿 迭代 法 ， 构 造 一 个 辛 变换 
Ms 的 无 穷 序 列 ; 
My: B>B 
其 中 B= {CL, p): (Img, <t, |I—I| <s}, (40, to) = (s, t), 
ty<ty-1, 8%<S8x-1, lim sx=0, lim t= a lim I 一 了 .在 变换 My 


之 下 , 定义 在 Uo LRR EHAA Hu- = Nx-1( 了 DD 二 Pe-i(T, p) 
被 变换 成 定义 在 到 上 的 函数 
H(I, 9) =Ai-1 Mi =Ni(1) +P. (J, p). 
在 Bx E, Pe 及 其 梯度 的 模 要 比 Pri 及 其 梯度 在 Zr- 上 的 模 小 
得 多 .这 种 收敛 速度 是 超 指 激 的 : 
|Pul<|Pr2|?**, k>0, 
如 果 |Po| 足 够 小 , 此 种 辛 变换 的 无 穷 序列 
Mo, Mi, =, My, = 


的 复合 在 马 ={(, 9). Impli, I-I} kitt, 
To= HE: i 


其 切 映射 将 Zo 上 的 向 量 场 {p—o, T=0} 映射 到 So 上 由 (7.6) 
式 定 义 的 向 量 场 ， 这 意味 着 
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Dolot t Po, Tn) =D (T oo Peo, Io) ), (7.8) 
BEA (pu, Io) E Re(3。), 硬是 (7.6) 式 定义 的 哈密 顿 流 , (7 .8) 式 
实际 上 表明 下 图 交换 . 


Ft T..(Re(Z..)) 是 (7.6) 趟 所 定义 的 哈密 顿 系统 的 一 个 不 变 环 
面 , 上 面 的 流 仍 然 是 频率 为 o 的 拟 周 期 流 . 
如 何 构造 变换 M, 是 证 明 的 关键 ， 它 具有 较 高 的 技巧 性 ， 现 
在 说 明 如 何 构造 ， 设 哈密 顿 函 数 
H(I, 9)-N(1)+P(, p) 
#RRU={(I, p); Imp|<r, |I-I' <s} 上 实 解析 ， 并且 有 
sup|P| <d, 4 为 一 个 小 正 数 ， 取 3 ={(T4, p+); |Im pi] T+ 


[Le-Zi <s}, (ve<r, <1), 我 们 希望 找到 一 个 变换 M; Iy 
2, 在 此 变换 下 
HoplT+, 94) =Ns(1,) + Ps, p+). 

此 变换 使 得 P, | 习 | 卫 | ， 为 了 不 致 引起 混淆 RNA, PERE 
义 在 了 上 的 作用 及 多 变量 ， 而 用 (IT,， ps) 表示 定义 在 3 上 的 作 
MERMER. EIAI, He 

ON o EN: pe) 

gr P= al, (T+) =, 
ET a sae RERE, Sa 


胚 ， 下 面 将 看 到 N, REN MEP RF OHI, 因而 oe 


仍然 是 局 部 微分 问 是 ,所 以 上 式 成 立 。 由 于 哈密 顿 系统 是 近 可 积 
系统 , 因此 所 期 待 的 辛 变换 是 接近 于 恒 等 变 换 著 ， 设 此 变换 M 由 
HRY <1, D+ WL, 9) 所 确定 : 

I=1,+W,, p=9.+W,,, (7.9) 
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在 新 变量 (T+，9+) 之 下 , 哈 窗 顿 函数 具有 下 列 形式 
五 =Nr(TD) 十 Pr(T+，92+)， 
其 中 N4) =N I.) + (P)], 
P, (T+, 94) = Mi+ Mat Ms+ Ms, 


LPi- ff PGs, ear, 

M= <w, WO+P(Ts, 0) - (PCs, p)]， 
MNA, +W) -N-E A), Wo), 
m-a) 一 Wo), 

Ms=P(I, p)-P(L, p). 

WC, yp) 由 方程 Wai=0 的 解决 定 ， 为 了 求解 此 方程 ; 
<o, WO=[PLs, JP g) (T10) 
BW 5P HOTU RA ETAM 
W= Po Willa)”, 


[P(I;, 9)]—P(I;, 9)= ane Pr (1, de, 
(7.10) 的 形式 解 为 
-oo iP 
Ws, 9) reo <w, A> 


为 了 证 明 W 在 一 定 的 区 域 之 内 是 实 解析 函数 , 下 面 的 一 些 技术 性 
引 理 是 必要 的 . 

引 理 ” 设 周 期 为 2 的 函数 f(9) 在 |Im p|<p LRH, 

f@)=3 fe”, 
Ci) 如 果 在 区 域 |Im p| <p Alf) |<, w 
| fx] < Me“, 

(ii) MEI A. (@)| < Me™, o 满足 Diophantine 条 件 

(7.2), 4K wi Imp| <p-3(0<d<p<l) WA FAA, 


(7.41) 
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iP, | <O M D-8, (7.12) 
<w, kò 
> 


其 中 O, 是 仅 依赖 于 wm 的 正常 数 

从 现在 开始 ， 我 们 总 是 用 O ERIKBE u Mn WERN 
否则 将 特别 表明 . 

证 明 ATENO, 我 们 取 如 下 的 力道 积分 (0，0)->(2m， 0) 
一 (am, ip)>(0, ép)->(0, 0)。 在 此 围 道内 ， 函 数 解析 ， 另 一 方 
a, 

f= (2m) [7 fp)et™” dp, 

ERG), 我 们 注意 到 在 区 域 |Im p|<p 一 8 内 ， 

由 于 2. 1<2"(2r 十 1)"” 所 以 


> 1<2"MD+ > m**™ —te-m® <O,MD64¥t”, 


Wi=r 


应 用 引 理 可 知 , 当 (I, 8) 限制 在 区 域 
{limol <r -2x {[I—I"| <s} 


BY, WO, 9) 是 实 解析 函数 , 它 的 模 满足 下 列 估计 : 
IW |<OMD r-r) "=0., (7.13) 


ELIF FSB, 之 间 的 三 个 中 间 区 域 ， 
:-{impl<= 一 sete} x {I-D'i<e— a } 
2a={|Im p| <74} X {[Z—-I*| <3s,}; 
a= {|Im p| <74} x {|I-I*| <2s4}. 


注意 到 估计 解析 函数 导数 上 界 的 柯 西 方法 ， 设 函数 fe) ew 
!z 一 mo| <r 上 解析 , BIF@)|<M, BA 


IFE, reoi, 
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收 纵 区 域 fpn pl< 一 Thx ranm, 我 们 
有 下 列 估计 
max{|W;|, |We|}<Os@max{(r—v,), (3 一 54) h 
max{|Wr|, |Wiel, | Wel} 
<09 max{(r- 74), (s 一 s+) 分. 
从 9 的 表达 式 可 以 看 出 , 只 要 a 满足 关系 式 
d<O,D(r—7,)**" min{(v—1,)-*, (s~s8,)-7}, (7.14) 
变换 (7.9)((I, 9+) 一 (IT，p)) 将 区 域 Ba MA 32， 且 (7.9) 式 可 
以 写成 显 式 T+ =LA, 9g), p+=9+(T, 9)， 同 时 得 到 估计 ; 
|M —id|<0:9max{ (r-r), (8—s4) 7}, (7.15) 
| M’ -—I| <O39 max{(r- r), (s—sa) 7}, (7.16) 
其 中 id Ja FORM, M' 是 M HEA OR, T RE, 详细 推 
FTR, 
由 于 关于 变量 (T+, 9:.) 有 关 函 数 在 2 上 解析 ， 在 32 内 我 们 
可 以 得 到 |P4| 的 上 界 估 计 : 
| Mo|<0;|W,/%, 
| Ms|<Oss,|W,], 
| M,|<Os|P’||W,|. 
当然 Wai=0， 综 合 这 些 估 计 : 
| Ps |<CgD-2d(a — r) -H tt P{d (a — v1) trth-+ 8} 


=d,, (7.17) 
收缩 So 到 Ee, A AERTS, 我 们 得 到 
IPri<dy, IPAS, P< (7.18) 
现在 考虑 新 的 主 痢 人 十:。 在 一 般 情 况 下 , HRE 
FOTN) lato, 


但 是 由 于 W W IR STE ARB HE HP, 方程 
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a 
ary (Nt Ny) o 


在 TI" 的 8 邻 或 里 必定 有 和 解 ( 记 作 工 ), 其 中 
2d 
= 

和 是 N 的 Hessian 矩阵 的 绝对 值 最 小 的 特征 值 ， 在 后 面 我 们 将 
看 到 ， 

8<s,. (7.19) 
FE CZs, WA, (7.18) 式 在 Z, 上 也 成 立 ， 以 这 种 方式 我 们 
构造 了 一 次 近 恒 等 辛 变 换 , 选 下 适当 的 迭代 关系 , 我 们 进而 可 以 构 
造 所 需求 的 无 限 次 变换 . 

按照 开始 给 出 的 条 件 取 迭代 关系 ， 对 于 第 m 步 迭代 , W 


1 
(ad 


为 了 使 送 代 能 够 反复 进行 ， 最 重要 的 是 验证 关系 式 (7. 售 所 定义 
Hj dmi Sdm. SRE, BU tm, Tmtl, Im, Amory Smi 党 TARE 
(TAT) PR T, T4, d, 6,, 4, WA 

dm, = OsD-1dnvi t QA MEIKE DD 


1 
x {dmr rt Dey eee 1K +2) 十 dar1} 


=0 -trz Ptt Doutnt1Mm+2) 


x {Ber mtn A Edas. (T .20) 
由 于 dm 以 超 指数 速度 收敛 于 9， 而 上 式 中 daa 的 系数 中 趋 于 无 
穷 大 的 因子 只 是 以 指数 速度 增长 ， 因 此 只 要 取 d 充分 小 (当然 依 
BF To, MHN), dmr 的 系数 就 可 以 小 于 1, 当然 , do 的 选取 不 
仅 由 关系 式 (7.20) 决 定 , 而 且 还 需 使 得 (7.14) 和 (7.19) 式 成 立 .但 
无 论 如 何 , 一 个 正常 数 4~d(n, D, u, $, t) EEEH, 它 满足 以 
上 所 有 的 要 求 . 
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1 


Or +H 


还 有 一 个 重要 的 问题 必须 解决 ， 这 就 是 如 上 方法 得 到 的 一 系 
列 变换 的 复合 是 否 收 化 实际 上， 由 (7.15) 和 (7.16) 我 们 得 到 


T= TM, UG DA Te He Bac d Impl < e] x {1-1} 


上 一 致 收敛, 因而 WoT. 是 3- 上 的 实 解析 函数 ,并 且 (7.8) 式 成 
X. 这 就 证 明了 经 典 的 KAM 理论 .注意 (7.8) 式 的 成 立 与 否 并 不 


BR, 但 是 我 们 从 关系 式 |Pnti| < | Pol © th, WEARS AT. 
在 环 面 了 =T% 上 可 积 .我 们 所 需要 证 明 的 只 是 映射 7。 及 其 切 映 
HT. 确实 把 环 面 了 =T% 映 成 一 个 稍微 扭曲 变形 的 环 面 ， 并 且 把 
I=T%。 上 的 向 量 场 了 =0, p=o BR TIL) LH (7.6) R 
的 切 向 量 场 ， 有 关 详 细 证 明 可 见 文献 [3]、 [19]. 

由 于 变换 T. 接近 于 恒 等 变 换 ， 所 以 To。{I=T%} 是 一 个 接近 
FI-[L 的 稍 被 扭曲 的 环 面 . 对 任意 s>0, 总 可 以 限制 4=d(s， 
D, u, 8, t)>0, 使 

T| + |0| <e, 

从 KAM 定理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , Diophantine 关系 起 着 很 
重要 的 作用 . 如 果 o 不 满足 Diophantine 条 件 ， 稍 后 我 们 将 看 
到 ， 相 应 的 不 变 环 面 在 一 般 情 况 下 将 不 复 存 在 .即使 Oo 满足 某 一 
Diophantine 条 件 ， 但 相应 的 Diophantine 常数 刀 却 相当 小 ， 这 
时 相应 的 不 变 环 面 也 不 存在 ， 要 使 其 存在 , 必须 减 小 4， 由 于 民 " 
中 所 有 满足 Diophantine 条 件 的 点 的 Diophantine 常数 的 下 确 
界 是 0， 所 以 对 任意 充分 小 的 扰动 , 不 变 环 面 依然 存在 的 集合 只 能 
是 一 个 正 测 的 康 托 集 ， 注意 到 不 满足 Diophantine 条 件 的 点 是 
处 处 稠密 的 ， 我 们 不 难 理解 以 前 试图 在 椭圆 型 不 动 点 附近 将 哈密 
顿 系统 变换 为 可 积 形式 的 努力 为 什么 无 效 . 

J. Péschel 在 1982 年 得 到 一 个 结果 9, 指出 尽管 在 小 扰动 下 
KAM 环 面 构成 一 个 康 托 环 面 集 8， 即 此 集 是 由 一 族 环 面 组 成 此 集 
Al n EMP {p—const} 的 交集 是 通常 意义 下 的 康 托 集 , 但 是 可 
以 通过 修改 哈密 顿 函 教 HI, 9) 而 得 到 一 个 新 的 函数 H*(I, p), 
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在 S 上 两 者 取 值 相 同 AC, p)=HC, 9)1s HAC, 9) 定义 
的 哈密 顿 系统 是 一 个 可 积 系统 . 


8 8 。 低 维 不 变 环 


在 $7 讨论 了 具有 KAM 形式 的 哈密 顿 系统 
H=N(I)+P(I, p) 
的 不 变 环 面 的 存在 性 。 在 那里 ， 系 统 具 有 % 个 自由 度 ， 不 变 环 面 
的 维 数 也 是 w 这 称 为 最 高 维 的 不 变 环 面 ，KAM 理论 是 说 对 于 
这 样 一 个 最 高 维 的 不 变 环 面 ， 如 果 上 面 拟 周期 流 的 频率 满足 
Diophantine 条 件 ， 册 这 样 的 环 面 能 够 承受 一 定 的 扰动 现在 我 
们 考虑 低 维 不 变 环 面 在 小 扰动 下 的 存在 性 . 
首先 看 问题 如 何 提出 ， 考虑 自治 哈密 顿 系统 , 其 哈密 顿 函 数 
瑟 (s) 是 一 个 在 原点 附近 解析 的 函数 ,~ (es, ta …， t). 如果 
(2) =H (2) +--+ H(z) +e, 
其 中 HO JE i EUR, 那么 原点 是 哈密 顿 系统 
2-JH,() (8.1) 
的 平衡 点 ， 如 果 HO) =F de, ded, 在 原点 附近 的 线性 化 系统 
就 是 
2=J Az, (8.2) 
众所周知 ,J4 的 特征 值 以 一 对 对 的 形式 出 现 土 m， Eo, …， 
Ean 5 设 这 些 特征 值 以 下 列 方式 排列 : 
Rea,==0, 1<x<k; 
Re dy4,>0, 1<A<t, 
Waiu 1<x<k, Hor, 02,…, oz 互 不 相同 , 是 不 具有 4 阶 
之 内 的 共 阶 关系 : 


k 


D jast 0, Vj= (ja, =, j), 11ji1<4 


Kz 


利用 线性 辛 变换 , 可 以 引入 新 的 坐标 


U= (U, Ua, 2)， 9 一 VC 加， 人) 
P= (Py Pa *%, P:), Y= (Gs, Yay s U), 
使 得 五 %(x) 具 有 如 下 形式 


BE ite) +<p, 20, 
Hp OLX 矩阵 , 满足 条 件 : 
Rely, Qy>>A|y|, VvE (8.8) 
4>0, FIFA G. Birkhoff 的 方法 以 及 《ij, o> #0, 1<1j|<4 的 假 
设 ， 可 以 找到 一 个 非 线性 辛 变 换 9”， 使 变换 后 的 哈密 顿 函数 线性 
部 分 不 变 , 而 高 阶 项 则 成 为 规范 型 MR HERA u, v, p, Q 
哈密 顿 函 数 便 具 有 如 下 形式 
= oxyx+ Cp, 0+ 4 $ ew vate +E (u, v, p, 9). 
(8.4) 
HP Qy,= (ut 0%), T= (Tr) ER AX k PB, KERMIT S 
KERT. CRAM, K 可 以 被 认为 是 如 下 哈密 顿 系统 的 扰 
动 


> 7,4. <p, Qg>+ FÈ pen. 
车 考虑 哈密 顿 方程 , 相应 的 线性 化 方程 是 


ligne, u=- Tatu 7 AS Sh 
p=Q"p, = q=—Q"q, 
这 个 方程 组 显然 具有 一 族 有 界 解 : 
u,(t) = Re(c,e™*), 0,=Im(0,6"), 
O2=u2(0)+03(0), 1<x<k, 
p=0, g=0, (8.5) 
FIARE Du VOX IKALE), Bi ution 2ye, BAK 
PEW OT I H b ER E HR M Qy,=e,(l<x<k), p=q=0# 
REHA 中 的 嵌入 。 这 里 的 嵌入 映射 就 是 包含 映射 . 所 谓 的 不 变 ， 


SI 


是 指 相 应 于 克 罗 内 克 (L. Krouecker) 流 zs= ay MW, 这 些 解 显 
然 不 具有 李 维 普 诺 夫 稳定 性 ， 因 为 (8.3) 意 味 着 8 的 特征 值 具有 
正 实 部 ， 相 应 于 这 ? 个 特征 值 是 LH 维 流 形 Me 任何 一 解 从 此 
流 形 上 出 发 , 当 t-o 时 趋向 于 不 变 环 面 上 的 某 一 解 .显然 M, 
由 下 式 决定 


uz+-12=02, (1<x<k) 
pr=0, (i<a<l) 
另 一 个 b+1 维 流 形 M- 由 下 式 决定 
uz--v2,=C2, (1<x<k) 
dx 一 0. (1< 和 <D1) 


M, 5 M- 都 是 拉 格 明日 流 形 . 
以 上 的 分 析 仅 你 是 对 线性 化 系统 的 。 人 们 自然 要 问 ， 非 线性 
系统 (8.1) 是 否 也 具有 相似 的 特性 吧 ? 特 别 是 , 有 没有 形 如 
t= (E,, Sa, oy Ex), 
Eu = E0) ett 
的 解 , 其 中 几 是 实 解析 和 能， 如 果 在 (8.4) 式 中 让 及 =0, 如 上 所 述 
的 大 维 不 变 环 面 仍然 存在 ， 为 了 看 清 这 一 点 ,我 们 只 需 注意 到 
形 如 (8.5) 式 的 不 变 环 面 上 y; 始终 是 常数 ， 不 随时 间 而 变化 ， 由 
于 我 们 只 是 在 原点 附近 考虑 问题 , CA K (w, v, p, 9) 看 成 是 小 
扰动 .我 们 将 证 胃 未 受 扰 系统 的 不 变 环 面 


1<x<k (8.6) 


Ox 一 Oxt 十 ax， Y= Yn 1<r<k 
pa=G,=0, 1<a<l 

k 
oly?) st BT oye (8.7) 


仍然 存在 , 只 要 o 满足 Diophantine 条 件 
IY, o| >D] jlr", VIEZ*\{0} (8.8) 
D>0. 
定理 1(S. Graff, 1974) “考虑 定义 在 复 区 域 
2, {\Im o| <r} x {|y—y?| <4} x { |p| <6} x {lgl <6s}, 
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m= (a1, =, D), Y= (Yi, s Yes 
P= (Pu 5 Pi), a= (gi, 7, 4) 
的 哈密 顿 系 统 
H (æ, y, p, D=h(Y)+ <p, QG>+P(a, y, p, 9). 
hy) =o W E8.8), hiy 存在 , 且 有 0>0 使 
suplini <5 


有 是 ?1 方 阵 ， 满足 条 件 (8.3)， He d—d(r, s, k,l, D, p, a) 
>0, REE 2 A|P|<d, MAKREBAH—*T k 维 不 变 环 面 . 
详细 一 点 说 ， 存 在 一 个 实 解析 嵌入 UV: TOT XR, 使 得 此 环 
面 可 以 表示 成 

(æ, Y, p, 4) =U), get 
此 环 面 上 的 流 满足 方程 

《一 o. 
对 于 任意 s>0， 只 要 d>0 足够 小 , 都 可 以 使 得 
IUE) —T*x {9} x (p= g= OF] <8. 

在 给 出 本 定理 的 证 明之 前 ， 我 们 首先 证 明 一 个 引 理 . 根据 此 
引 理 ， 关 于 哈密 顿 函数 主 部 具有 形式 h(y) +<p, 29 的 假设 就 是 
合理 的 , 并 不 是 一 种 特殊 要 求 . 

引 理工 设 哈密 顿 函数 为 


H (2, y, p, N=) +i <p, Qu: p> 


+<p, Qua? + 4a, Qed, 
其 中 (o, v) (p, DERIER: JQ 的 特征 值 不 在 虚 轴 上 , @ 的 上 


体 表达 式 是， 
/Qu a 
2 es Qaz) 
那么 , 存在 辛 坐标 变换 2: (0, y, p, DC, Y, Z+, 2-), 使 
H 0, Y, 2+, 2-) =h(y) + 2, Qz), 
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FOP 2. = (cas, Zan, 0, Za), O 是 1x1 方 阵 且 满足 条 件 (8.3). 
证 明 ”我 们 只 需要 找到 一 个 辛 矩阵 了 使 得 

T-+(JQ)T = diag (GO, —G"), 
他 的 特征 值 具有 正 实 部 即 可 。 显然 , 我 们 可 以 找到 矩阵 也 也 许 不 
FEE FEM, 使 

T-(JQ)T =diag(M, N), 
其 中 M 的 特征 值 具有 正 实 部 而 W 的 特征 值 具 有 负 实 部 ， 注 意 到 
JQ 的 特征 值 总 是 以 成 对 的 形式 出 现 ，M AN 都 是 1x1 阶 方 阵 ， 
显然 这 样 的 也 不 是 唯一 的 。 对 于 任意 非 奇 异 阵 WW=diag(Wu， 
Wa), TW ERAT 的 如 上 性 质 ， 现在 问题 已 经 归结 于 寻找 合 
适 的 W, TW 是 辛 矩阵 、 

置 4=JQ， 因 为 @ 是 对 称 的 , 所 以 
AT =QJ?=-QU=JAT, 
这 样 , 我 们 可 得 到 A? 的 两 种 表达 形式 : 
AT=JAJ=-JAJ"= -JT dieg(M, N) (JT), 
At= (7-1)? diag (MT, N7)T", 
由 此 可 以 推 得 . 
(T°J'T) diag(M, N)-+diag(M®, N") (TTIP) =0, 
(8.9) 

车 记 TeT7-o( sa 有 

Za 222 

saM+ Mrzu=0, zN -+NTz»2=0, 
zn M + Nz =0, nN + MTza=0, ` 

出 于 UM 的 特征 值 总 是 具有 正 实 部 ， 的 特征 信 总 是 具有 负 实 部 , 
因此 eu=ta=0, KF = -e 


e(t 3} 
=z 0 7/ 一 


如 果 用 TW RET, 我们 得 到 ; 
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f A 9 Wiz Wo 
MAWI- Wie 0 ) 
由 于 det? z12=(—1)' det J det? 740, 
tye TX, 故 选 择 Wu=-I, We=ee, RIERA 
(TW)*I TW) =J, 

根据 定义 , TW 是 辛 矩阵 . 

设 卫 是 辛 矩阵 , (8.9) 式 因此 而 成 为 

J diag(M, N)+ diag(M”, N?)J=0, 

所 以 以 = 一 VN", 引 理 1 得 证 . 

现在 介绍 定理 1 ATE ARE, REAR ARIK AME KAM 理论 一 
样 , 构造 一 个 从 复 区 域 

2a; {\Imo|<}x =o x {p=g=0 
到 多 的 实 解析 嵌入 Z 这 个 多 通过 变换 的 无 穷 序列 复合 而 得 
到 ， 
U=lim U= lim TaoTao oTo 
Us: DoD, 
随 着 v> too, Uo 的 定义 域 Do hR — A k EF HID. X 
个 构造 是 以 这 样 的 方式 ， 使 得 由 .pc 决定 的 在 9。 的 向量 场 
V (we), We= (oo Yo, Po, go) E ,一致 收敛 于 Do 上 的 疝 量 场 
了 -一 (o, 0, 0, 0). 

注意 到 方程 ”ws 一 Ww), wa=(w, 0, 0, 0) 
有 一 族 不 变 环 面 Tm oz。 一 const， 上 面 的 险 密 顿 流 是 w(t) = ott 
we(0)， 如 果 我 们 得 到 上 人 述 的 嵌入 人 WU 那么 如 (ae(，c 0, 0) 
将 满足 由 哈密 顿 函数 Alo, yp 9) 决 定 的 方程 ， 实 环 面 Im wo 一 
0 在 Uo 下 的 象 便 是 我 们 要 证 实 存在 的 环 面 . 

下 面 来 看 任意 一 步 迁 代 是 如 何 构造 的 ， 由 于 我 们 并 不 打算 给 
出 严格 证 明 ， 而 只 是 给 出 证 明 的 思想 ， 此 处 只 给 出 不 同 于 经 典 
KAM 理论 的 证 明之 处 , 相似 部 分 将 覆 去 . 
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简 记 (p, 9)= (2;, 2) 一， 将 .党 写成 另 一 种 形式 
A (w, y, z) =hly)+[Ple(y, 0) 十 人-，Q(o，9%)2+》 
+{P(@, y, ¢)— [Ple(y, 9)}, 


Sih [PIG 0) =(@a)*[™ PC, v, Oda, 
记 h*(y) =h(y)+[PI.(y, 0), 
P*(, y, 2) =P(o, y, 2)—(Ple(y, 0), 
可 以 写成 下 列 形成 
A 8, y, 2) = + Ge-, Aa, Ys +P", y, 2). 
4 hy) -ot [Plely, 0) =6, 


在 附近 上 述 方程 显然 有 解放, Ihyo. REIP] <d 足够 小 ， 
可 使 | 一 yi <s. 为 构造 辛 变换 了: 2,={|Im él<r:, 17—%) 
<48,, |€4|<6s,}>2,={|Ima|<r—5é, 1y—y les, [zS 
SCI H=y"), RNR A a PBA St BH 
Pla, n, ty, $-) = <a, n+ Kee, ->+ (0, N, 24, E-) 
(8.10) 
来 定义 辛 变换 (7.9)、 证 明 的 关键 自然 巧 8 的 选取 ， 与 证 明 经 典 
的 KAM 理论 情况 不 同 ， 必 过 如 的 决定 下 再 通过 像 求解 (7.10) 式 
那样 的 同调 方程 来 决定 ， 沁 处 的 方程 在 形式 上 要 复杂 得 多 ， 
OS +<8,,, Q(%, n) CL-, Blo, Se> 
—<t, {G(@, m-a, m) he 
+ PX(m, 1, e, C-)=0, (8.11) 


Ith OS = Lw, Sa, @(a,n) = Q(a, n) +Pi,2.(a, 7, 0, 0), (8.11) 
式 的 导出 和 (7.10) 的 导出 过 程 类 似 ， 只 是 由 于 此 处 的 环 面 是 低 维 
的 ， 从 此 环 面 可 以 延伸 出 稳定 与 不 稳定 流 形 才 使 得 决定 母 函 数 8 
的 方程 较 复 杂 . 假设 母 函 数 为 (8.10) 式 所 示 形 式 的 辛 变 换 (7.9) 
将 .小 变换 成 如 下 形式 : 
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FCE, n, (= HoT, n, €) 
=g(n) +s, BCE, n)l>+@, n, 0), 
ERGEP 的 高 阶 小 量 ， 将 变换 关系 (1.9) 代 入 的 表达 式 ， 
令 无 望 成 为 高 阶 小 量 的 各 项 之 和 为 零 即 可 导出 方程 (8.11)。 方程 
(8.11) 的 求解 比 (7.10) 的 求解 困难 得 多 。 S. Graf 通过 导 找 形式 
为 下 列 形式 的 母 函 数 使 问题 获得 解决 
S(a, n, z+, -)=A(a, n) +B(w, n)2++0(o, 9)%- 


+e D(C, nz 


+44- F@, EY. (8.12) 


其 中 和 CO RL 向 量 , DAF EIER, WAA, PR 
少 一 项 <4, Ho, m)L-》， 如 果 有 这 样 一 项 , 方程 (8.11) 的 求解 就 
会 极 困难 , 不 能 得 到 我 们 所 需 的 形式 ， 将 (8.12) 代 入 (8.11) 式 中 ， 
S C2, 的 各 阶 系数 为 0， 得 到 如 下 一 组 方程 
0A(w, 0) +P*(a, n, 0, 0)=0, (8.18) 
DB(o, n)+B(o, n)Q(w, n)+-P:,(@, n, 0, 0)=0, (8.14) 
20 (2, n)— O(a, n)B(w, n)+P(a, n, 0,0)=0, (8.15) 
aD(a, n)-+ D(a, n)Q(a, n) +w, 7) D(a, n) 
+ P! (æ, n, 0, 0)=0, (8.16) 
aF (a, n) —F (a, n) lw, 7) -B(a, nF (a, 2) 
+ P (æ, n, 0, 0)=0 (8.17) 
Qla, 9) +P% (0, 0, 0, 0) =A(a, n) (8.18) 
(8.18) 式 的 求解 不 难 ， 像 求解 (7.10) 一 样 . (8.14) ~ B.D HR 
解 村 困难 一 些 ， 下 面 的 引 理 是 关键 ; 
382 考虑 方程 
az(a, z)o 十 ze(o, z)$(w, 2)2 十 44(o s)u(a, 2) 
一 jc, 2), (8.19) 
w=: (O1, t, On), B= (Di, Dn)s Z= (Bs, y Ma). 
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$C, M AC, DERRI ,a 一 {iIm al <r, [| <R} ERR 
析 ， 设 $(o, ) 满 足 正 性 条 件 
Re<y, $w, )p>uly’, vy E C\ {0} 
p>0, 4 满足 条 件 
Re<y, A(x, z)y>>-8|7|?, YY E C" {0} 
O<e<p, 对 任意 在 Ern 中 实 解析 的 fa, 2), RE flo, 0)=0, 
那么 (8.19) 存 在 唯一 解 忆 UHE Ire 上 也 实 解析 ue, 0) 一 0, 如 
果 定 义 模 为 
lula, 2)|=sup(|uce, «) |/l21), 
我 们 有 下 列 估计 : 
luj <o). (8.20) 
EA 12(8.19) ONE 
=o, =, OF 
iW CEC), C(O). MUR AO 时 的 初始 值 在 Brr 之 内 , 那么 当 
一 oo<t<0 时 特征 线 仍然 在 Sre 之 内 , 而且 
112Rek, $E, OO>HMIL*, IO) 1+0, 
这 表明 IS) Keete), Ve<t 
因此 , 4 roo 时 , EC) 90, 
BATE SHAE EC (DRM H(S.19), XM, EX 
程 可 以 写成 如 下 形式 
i+ AEH), Eu SEO, CO). 8.21) 
其 通 解 为 , 
ul, ert f ul, FEC), CN), 
uG, 7) 是 (8.21) 式 的 齐 次 方 各 的 基本 解 , w(z, r) =I, (8.21) 
WERF UCE, v) li-e 0 的 特 解 是 
WE, £00) = wt, FEE), Ed. (8.22) 
这 一 结论 可 以 从 关系 式 
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du z 
z, vA=0 (8.23) 


以 及 关于 4 的 假设 推出 . 事实 上 , 从 (8.28) 可 得 
oe u*—uAu*=0, 


这 意味 着 4 2 tr(uu*)=br (# ut)= tr(uAu"), 


注意 到 2 (tr ua) 是 实 的 , 因此 
4 4 tr (vu) = Re tr(uAu*) > —etr(uu"), 
从 Blt 积分, 得 到 
tr(uu") (t, 7) SO (CO? = tr(uu") (r, 7)) 
由 此 可 得 
mE), EDIS luce, IFE), Uw) ar 

<fi irau) t, oD} "1 Fld? 
LOIA ee ae 


=LI. (4 >o at) 


上 面 的 推导 过 程 中 利用 了 性 质 s<j， 到 这 一 步 , 每 条 特征 线 上 的 
MEARS, 余下 的 便 是 对 任意 (2, 2)E rnr R ulw, 2)， 设 
EE C(t) JEM €(0) =a, C00) —2 的 特征 线 , 所 求 的 解 ua, 2) 
便 可 以 通过 让 (8.22) 式 中 t=0 来 得 到 : 


ula, a) =f uO, FEC), Td. (8.24) 
所 以 ， 当 s= 分 时 ， 
lu, f= sup E 2 = 201 


(8.24) 式 中 的 积分 在 她 中 一 致 收敛 ， 表明 u(w, 2) LM, 如 果 
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z= £(0)=0, W El) =0, 这 说 明 w(x. 0) =0, 
推论 ”考虑 旋 程 
uz(@)o+u(e)®(o) +A(a)u(e) = F(a), 

Hp O(x) Al AC) Z ={|Ima| <r} PR. 

Re<y, B(x) >uly/?, 

Re<y, A(x) > Sul y1?, Yy EC"\ {0} 
MARRAREN F (a), FEEN e E ula), 满足 
估计 


|u(e)|<2 |F(a)|, O>0, (8.25) 
183 考虑 方程 
Ue(@, z)o+ Aa, z)u(w, 2) =f (w, 2), (8.26) 


其 中 A EKI 2,2={|Ime|<r, z] <BR} 上 实 解析 ， 设 对 所 有 
复 向 量 .> 关 0， 总 有 Rey, A(a, 2)y>>0, 那么 对 每 一 了 实 解析 ， 
存在 唯一 实 解析 解 v(w, %)， 使 得 

sup jv, 2)|<e sup| f(a, 2)| (8.27) 


证 明和 引 理 (2.3) 的 证 明 关 似 ， 

根据 以 上 的 引 理 , 可 以 看 出 , 方程 (8.19) 一 (8.17) 有 解 ,并 能 
WELS IM, TE, MRE DM {Im el< 
r=ò, [yg <2s, lalat) 之 技 ， 册 党 西关 于 解析 函数 导数 的 
估计 方法 ,可 得 : 

max{|P2,(2, 7, 0, 0)1, IPi(@, m 0, 0)1}<Ż, 

max{|P"(@, n, 0, 0)|, Pha’, n, 0, O)|, |P'*Ca,m,0,0)1} 
‘c 2d 


< 


根据 (8.20)、(8.25) 和 (8.27) 式 , AHEAD (8.18) ~ (8.17) AAAS 
LIME: 
| A(z, 1) | <0.d/80", 
max{| B(z, 7)|, |C(z, n)l, D(a, 1) |}<O2(u)d/s, 


@ 


|F (v, n)|<O2(»)d/s", 
注意 到 母 函 数 (8.12) 的 具体 形式 ， 将 区 域 进 -- 步 收缩 到 D., HA 
用 柯 西 估计 方法 ， 可 以 得 到 S 及 其 导数 在 此 区 域内 的 上 界 : 
max{|S|, |Se|}<Csd, 
max{|S,|, 18:,|, |S2-|}<Csd/s, 
max{|Sa|, |Sar.|, [Sal}< Osd/s’, 
其 中 O,=53-#* max{01, Oo}, 与 (7.18) 相 比较 , 可 以 发 现 , R 
们 已 经 得 到 所 希望 得 到 的 母 函数 ， 用 此 母 函 数 定义 的 辛 变换 将 符 
合 要 求 ， 余 下 的 步骤 和 证 明 经 典 的 KAM 理 类 似 , ARR. 
在 8. Graff 的 证 明 中 ,9 的 特征 值 不 在 虚 轴 上 这 一 条 件 ( 见 
(8.3) 式 ) 起 着 非常 重要 的 作用 ， 这 从 引 理 1 和 引 理 2 的 证 明 过 程 
可 以 看 出 ， 但 这 仅仅 从 证 明 方法 上 看 待 这 一 条 件 。 事实 上 , 这 一 
条 件 也 表示 在 此 低 维 不 变 环 面 附近 的 动力 行为 有 它 自己 的 特征 . 
S. Graff 证 明了 存在 两 个 (十 站 维 实 解析 拉 格 朗 日 流 形 M, 和 站- 
从 低 维 不 变 环 面 延伸 出 来 ， 从 此 两 流 形 上 出 发 的 轨道 当 -> 一 oo 
或 +00 时 趋向 于 此 不 变 环 面 、 注意 到 不 变 环 面 为 b 维 ,用 | 和 
M- 是 此 环 面 的 稳定 与 不 稳定 流 形 。 既然 有 此 几何 图 象 ， 人 们 一 
般 称 此 低 维 不 变 环 面 为 双 曲 型 不 变 环 面 . 
既然 有 双 曲 型 不 变 环 面 ， 人 们 自然 要 问 有 没有 椭圆 型 低 维 不 
变 环 面 呢 ? 这 是 椭圆 型 不 动 点 的 自然 延伸 ， 要 考虑 这 个 问题 , 如 同 
考虑 双 曲 型 问题 一 样 ， 我 们 要 首先 弄 清 相应 的 哈密 顿 函数 主 部 是 
何 种 形式 . 
既然 考虑 椭圆 型 低 维 环 面 , 我 们 自然 假设 (8.2) 式 中 TA 的 特 
征 值 都 具有 零 实 部 。 这 时 , 如 果 考 虑 (4 十 D) 维 环 面 ， 问 题 就 转化 为 
经 典 KAM 理论 , 当然 这 必须 有 Diophantine 条 件 成 立 
1&, o>|>D|oj 7", VvE Z***\ {0} 
现在 我 们 考虑 另 一 种 情况 ， 即 车 (01, o2, …, Cru) 满足 /个 共振 
关系 ， 即 存在 ?个 整数 向 量 v(j 一 1, 2, …, 1), 使 得 《v, o>==0. 
这 时 , 通过 一 个 到 上 的 变换 ， 使 v4 及 个 特征 值 为 0。 所 以 
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我 们 可 以 设 哈密 顿 函数 具有 如 下 形式 : 
h(y, 2) =ho(y) +<QYy), y'>+O%(2), (8.28) 


其 中 n=E (tte), h 实 解析 . 如果 略 去 O2), Hh WERE 


窗 顿 向 量 场 是 可 积 的 , 这 时 相应 的 运动 方程 是 

=, %=0, 0<i<k 

y= Qi, U= — Qe, 0<i<! 
% 二 hoy， 这 个 系统 具有 低 维 2* 不 变 环 面 

To=T*x {0} x {0} x {0}, 

环 画 上 的 流 是 拟 周 期 流 z=wt 十 xo, 它 的 法 向 空间 是 由 乡 坐 标 刻 
HM, 法 向 频率 是 QQ， 与 之 相对 应 , o 称 为 切 向 频率 . 我 们 称 映 
Hyr(oly), Qy)) 为 频率 映射 。 如果 要 证 明 当 0(z) 不 为 零 
时 % 维 环 面 的 存在 性 , 从 证 明 方法 而 言 , 由 于 缺乏 条 件 (8.3), EE 
发 展 的 一 套 求解 方程 (8.18)~.(8. 二 ) 的 方法 不 再 有 用 .从 系统 在 
此 环 面 附近 的 动力 行为 来 看 ， 此 环 面 附近 不 再 有 稳定 与 不 稳定 流 
É M, AM, 

在 给 出 处 理 此 问题 的 方法 之 前 ， 我 们 首先 试 着 用 牛顿 迭代 法 
来 解决 此 问题 , 这 样 可 以 明白 具体 困难 之 所 在 , 进而 给 出 问题 的 提 
法 及 解决 的 方法 ， 这 方面 的 工作 是 由 工 . Eliasson 做 出 的 9， 其 
实 ， 这 个 问题 早 就 为 Moser MEW, EA S. Graff % FI thw E 
维 环 面 的 工作 到 L. Eliasson 关于 椭 贺 型 低 维 环 面 的 工作 之 间 ， 
相隔 了 14 年 ! 

仍 采用 以 上 用 的 记 法 , N ERER ho(y)+<Qy), y>, PK 
示 摄 动 部 分 , P=P, y, 2). 让 

H=N+P=N+R+(P-R), 
HPRARs 的 泰勒 级 数 , 2 HERENEK, R 是 这 样 的 级 数 的 
有 限 阶 截断 ， 为 了 进行 牛顿 送 代 , 必须 寻找 辛 变换 . 这 个 变换 可 
以 像 87 一 样 ， 用 母 函 数 生成 ， 也 可 以 写成 一 个 哈密 顿 向 量 场 X r 
确定 的 流 了 的 时 间 1 映射: 
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T=Xb lect, 
T 显然 是 辛 映 射 ， 注 意 到 
-2 GoX4={G, F}oXt, 
PRERWEG Xr 的 哈密 顿 函 数 ， 上 式 右 端 表示 GQ 和 卫 的 泊 
MS Xe 处 的 取 值 , 我 们 得 到 
(N +R) oT =NoX$| part RoX S| ta 
=N+{N, F} +f a-o, F}, F}o Xidi 


+R+f{R, F}oXS di 
=N+R+{N, F} 
+ {IN, F}+R, F}oXbde, 


积分 号 内 一 项 是 好 和 也 的 二 次 项 , 因而 是 新 的 不 可 积 项 的 ~- 部 
分 ， 现 在 的 要 点 是 寻找 F, WETANE 
N+R+{N, FJ=N,, 
BN.=N+N, XMS E RGAE 
{F, N}+N=R, (8.29) 
PN MRL Ga, FR 待定 ， 如 果 这 样 的 解 存在 , 那么 
(1—D{N, F}+R=(1—t)Ñ+tR, 
Hof =N,+P,=N,+Q+(P—R)T, 
其 中 
Q= {DA+iB, F}oX' dt, 
BA ERFAR Â HxKG, 
方程 (8.29) 的 解 是 由 线性 算 子 L: F>{F, N} kE. 如果 
Foe Pylgret 那 4 
LF=i(Xk, o>+<p—g, 2>)F, 
因此 ， 每 一 个 这 样 的 函数 F, 均 是 荆 的 特征 函数 . 这 时 ， 它 的 定 
义 域 可 以 分 解 成 两 个 不 变 子 空 间 : 核 空间 MV UORARA, AB 
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上 , 也 是 可 道 的 ， 如 果 将 导 按 照 两 个 空间 进行 分 解 R-R,+ Bs, 
我 们 可 以 选择 N-R,, RAN LOEB. EE, MR R= 
7 =, Rupe PylgPZt 那么 


N= = Brig y'2*2%, 
pp 一 0,9)=0 


(a) + 
PR ery re Sl dala 

选取 卫 的 截断 R, 使 五 的 和 只 是 在 

2\0| + |p+g| <8 
范围 内 , P-REP WADE. ATR HLRRBAREM 
A, HEWA BIBRA EF 的 模 ， 小 分 母 Lk, otp- g, 0) 
是 必须 考虑 的 。， 如 果 在 这 一 步 迭代 中 此 类 问题 能 够 解决 , 我 们 也 
将 在 下 一 步 迭 代 中 面临 小 分 母 是 否 破坏 收敛 性 的 问题 ， 实 际 上 ， 
由 于 V.=N+N, 由 非 共 振 可 知 《k, otpa, D=0 等 价 于 
k=0 和 p=g, 因而 发 生 频率 漂移 : 

hoy(y)-> oh) oy), 
Q(y)->(2+0)(y), 

HAMREN yt >Co(y), Q(y)); RR 不 可 能 是 局 部 微分 同 
B, 扬 以 不 可 能 像 证 明 经 典 KAM 理论 或 是 双 曲 型 低 维 环 面 存在 性 
-一 样 , 通过 移动 基点 yy 来 达到 固定 频率 之 目的 。 如 果 频 率 在 
每 次 选 企 中 发 生变 化 ,小 分 母 的 收敛 性 就 可 能 被 破坏 。 针对 这 种 
情况 , L. Basson 提出 了 非 退化 性 的 概念 如 果 对 于 所 有 的 钞 
TENAR: 

det(Do(y)) +0, (8.30) 

lk, O) + <k, oly) D7wly)) DAU), 
VEE Z'\ {0}, [k| <8 (8.81) 
WE Aly, 9) 就 称 为 非 退 化 的 、 根据 (8.30) RA yoly) 是 
局 部 微分 同 胚 ， 因 此 可 以 认为 Oy) Bo HBR. (EDRN 
端 因而 是 <k, 2y)> 在 方向 w 上 的 导数 
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为 了 寻找 合适 的 辛 坐标 变换 ， 我 们 必须 解决 小 分 母 问题 ， 如 
末 按 照 上 面 的 步骤 去 求 取 这 种 变换 , (o，2) 要 满足 Diophantine 
条 件 

[Go op +<, Q|>DC(lul+{ol)~*, 
V(u, v) EZ \fO}, jo] <8 (8.82) 
WW E (8.32) 1) Bi i (o, 2)E DC(D), ik Diophantine 常 
H D MAER, i DO-=- UDO(D), 再 考虑 齐 次 Diophan- 
tine 条 件 ， 如 果 oC 了 满足 Diophantine 不 等 式 (7.2), Hoe 
DCo(D), iÈ DOo= UDOolD). 

设 妖 是 一 个 开 集 ， 在 频率 映射 的 定义 域内 ， 记 了 EBEA 
率 映 射 下 的 象 ， 由 条 件 (8.30) 可 知 , J 是 w(B) 上 的 一 个 图 象 . 显 
然 ， 由 (8.30), o(B) NDO +Ø, 而 (8.31) 则 不 仅 表示 JN DO + 
D. WRE, WR woE DOo, WAE RAAE RE JA F DO. 
(8.91) ER JN DO 到 w 上 的 投影 包含 了 ko 的 一 个 稠 集 ， 这 意 
味 着 如 果 w(y)EDOu, MA (ly), Q(y)) EDO Bh i Xt yo AR 
京 ， 至 少 也 对 某 一 在 yo 附近 的 % RL, ME w(9%) 是 在 ©(yo) FT 
向 未， 在 观察 到 这 一 性 质 以 后 ，L. Eliasson 得 到 如 下 结果 : 

定理 2(L. Bliasson,1988) # A(y, 2) =ho(y) +<Q(y), yD 
+O? (2) fk — SEB BH HE VEL (a, y, 2) 1y—2—0)} HY 
一 个 邻 域 Dac’ (TXR) 上 ， 设 如 是 一 个 关于 9 的 球 ， 使 得 
f(a, v, 2:4 VEB, s 一 中 Da 也是 Zr 的 一 个 复印 域 那么 

(i) 存在 常数 0, RMT h E Dz, 使 得 对 

b>cb-1J (h, B) N DOCE) #0, 
这 里 EBE; 

(ii) 存在 常数 0, 只 依赖 于 及 及 Ds, 使 得 下 列 结论 成 立 ; 对 
任意 上 >0, 对 任意 D LT MRS, 只 要 suplf hl<0/k, 以 
RM FER oly), Q(yYo)) EDO) NT h, B), 存在 一 个 全 环 
Yi AEREE X, 定义 的 流 之 下 不 变 ， X, 在 4 上 可 线性 
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化 ， 其 频率 为 (w，@)， T= tolv), Hh [1-4] <OK sup|f-Al. 
不 仅 如 此 ，4 还 是 一 个 图 象 {(z, p(2)): vE T}, 
sup plo) — (ye, 0) |SOK* sup|f =h], 


这 个 定理 说 明了 在 W= y, = 0} MEK T i HX, Hk 
维 不 变 环 面 的 存在 性 .与 双 曲 型 低 维 不 变 环 面 存在 性 定理 有 所 不 
同 ， 此 处 不 能 要 求 w(yo) 固 定 不 动 . 另 一 个 与 之 不 同 之 处 是 系统 
在 此 环 面 附近 的 动力 行为 ， 双 曲 型 不 变 环 面具 有 稳定 与 不 稳定 流 
形 , 而 椭 回 型 环 面 则 没有 . 

根据 前 面 的 论述 , 证 明 的 主要 困难 点 是 克服 频率 漂移 问题 . 由 
于 考虑 b 维 环 面 , 我 们 实际 上 及 个 参数 ， 可 以 适当 选取 k--1 个 
参数 , 以 便 使 得 新 的 哈密 顿 西数 +(y, y) =<, o> +B, y+ 
Bet, WHO PAF oo。 由 于 OD eR 中 稠密 ， 可 以 使 得 
(@, 8) EDO(K+), K+ 是 某 一 个 Diophantine 常数 。 为 了 继续 
和 迭代 过 程 ， 我 们 必须 控制 +， 它 不 能 过 分 小 、 这 可 以 通过 调节 
负 与 的 差别 来 达到 ， 即 1#--1| 的 大 小 ， MR t—-1 | 
围 适当 地 大 , 那么 及 + 就 可 以 不 过 分 小 ， 这 是 使 迭代 收敛 的 关键 . 
另 一 方面 , 为 了 使 扰动 项 充分 小 , 我 们 必须 在 足够 靠近 y=c, x=0 
的 地 方 研究 问题 。 这 就 要 求 |i 一 1| 不 能 过 分 大 ， 幸 运 的 是 
Eliasson 在 这 两 者 之 间 找 到 适当 的 位 置 ， 以 满足 两 方面 的 需要 . 
在 克服 这 一 困难 之 后 ， 其 他 有 关 证 明和 经 典 KAM 理论 的 证 明 类 
似 , 此 处 不 再 详 述 , 读者 可 参见 [16]. 

本 书 8 10 将 考虑 保 体积 映射 中 余 维 为 工 的 不 变 环 面 的 存在 
性 ， 程 崇 庆 、 孙 义 煤 为 解决 那个 问题 而 发 展 了 一 种 技巧 ， 高 维 空 
闻 中 低 维 频率 映射 的 象 中 扭转 的 概念 也 可 以 应 用 于 此 问题 ， 从 而 
可 以 给 出 不 同 的 证 明 .。 实际 上 ，(8.30) 和 (8.31) 就 是 一 种 高 维 空 
间 的 扭转 条 件 . 有 兴趣 的 读者 不 妨 一 试 . 

在 讨论 过 双 曲 型 、 椭 同型 低 维 环 面 后 ， 一 个 自然 的 问题 是 双 
曲 -椭圆 型 低 维 环 面 的 存在 性 、 设 (8.2) 式 中 TA 的 特征 值 有 实 部 
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为 0 者 , 也 有 不 为 0 者 .与 双 曲 型 低 维 环 面 问题 的 提 法 不 同 , 此 处 
设 (8.7) 定 义 的 中 满足 若干 个 共振 关系 . 这 时 相应 的 哈密 顿 顶 数 的 
主 部 所 决定 的 方程 具有 双 曲 -椭圆 型 低 维 环 面 ， 可 以 看 出 , 将 以 上 
分 别处 理 的 两 种 方法 结合 起 来 , 当 可 发 展 相应 的 理论 . 


§9 柯 尔 英 哥 洛 夫 非 退化 性 条 件 与 高 维 扭 装 条 件 


在 经 典 KAM 理论 中 , 有 两 个 条 件 是 必要 的 ， 一 是 柯 尔 莫 哥 洛 
夫 非 退化 性 条 件 , 二 是 光滑 性 条 件 . 从 本 书 37 的 证 明 可 以 看 出 ， 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 非 退化 性 条 件 对 于 给 定 频率 上 的 不 变 环 面 存在 性 是 
至 关 重要 的 .在 每 一 步 的 迭代 中 , 由 于 来 自 扰动 项 的 平均 部 分 , E 
BH Nm EH Natal H TREE In 的 附近 方程 


a 
Zi Nnt [Pa] =0 


有 解 ， 柯 尔 莫 哥 洛 夫 非 退 化 性 是 必 不 可 少 的 . 由 8$7 的 证 明 可 以 
看 出 , 要 使 一 个 指定 频率 的 不 变 环 面 在 扰动 下 仍然 存在 , 扰动 的 大 
Avda 与 相应 的 Diophantine 常数 以 及 函数 的 解析 区 域 大 小 有 关 ， 
按照 §8 的 记号 , 4 Diophantine 常数 也 充分 小 时 ，DOo(DD) 勒 由 
格 测度 就 足够 大 , 由 定理 (1.2), 存在 一 个 正 测 集 , 它 是 由 不 变 环 画 
构成 的 . 如 果 不 注意 不 变 环 面 上 的 频率 是 否 变化 , 而 只 是 关心 是 否 
存在 不 变 环 面 , 不 变 环 面 的 集合 是 否 足 够 大 , 也 许 证 明 所 需要 的 条 
件 可 以 大 大 减弱 ， 读 过 阿 诺 尔 德 证 明 KAM 定理 一 文 的 人 也 许 佐 
问 , 他 也 是 直接 证 明 集 合 的 正 测 性 的 , 但 是 在 他 的 证 明 中 柯 尔 莫 哥 
洛 夫 非 退化 条 件 也 是 必 不 可 少 的 . 然而 ， 如 果 我 们 沿 着 $7 中 的 
证 明 思 路 再 深入 想 一 下 ， 就 可 以 发 现 柯 尔 莫 哥 洛 夫 非 退化 性 条 件 
不 是 必要 的 , 而 可 以 代 之 以 一 个 弱 得 多 的 条 件 (我 们 不 妨 称 其 为 高 
$e AER). 

在 叙述 这 一 条 件 之 前 , 我 们 首先 回顾 一 下 经 典 KAM 证 明 中 相 
关 的 几 个 要 点 . 
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第 一 , AN KER ew ER NDER Ns CI) 
“N(D+(PD). APRAMKRTRREBLERE, 方程 
ON, 
DT 
在 工 附 近 可 能 无 解 ， 如 果 在 下 一 步 欠 代 中 哈密 顿 函数 的 解析 区 


域 仍然 以 了 为 中 心 , 那么 频率 的 变化 o> Ne | =o, 就 会 发 


生 、 在 一 般 情况 下 , oo. o, 也 许 满足 某 种 共振 条 件 ， 或 是 刘 
维尔 系数 ,即便 在 通 有 假设 之 下 ，a+ 仍然 满足 某 个 Diophantine 
条 件 , 但 相应 的 Diophantine 常数 却 比 原先 的 小 得 多 。 从 (7.20) 
式 可 以 看 出 , 如 果 D(Diophantine 常数 ) 与 迭代 步 数 有 关 , 迭代 的 
超 指数 收 化 性 就 会 被 破坏 . 

第 二 , 在 变换 若干 次 以 后 , 哈密 顿 函 数 仅仅 定义 在 较 小 的 区 域 
{npl <T, |Z-In|<Sn} A, Sm 相当 小 。 可 是 ， 在 最 初 险 密 
顿 函数 却 是 定义 在 一 个 相当 大 的 区 域 上 {Inp|<z, I-I" < 
8, LCD}, D 是 相当 大 的 集合 。 如 果 选 取 两 个 点 AL, 相应 
iY @(I2) Al o(T3) 都 满足 一 定 的 Diophantine 条 件 ， 在 此 两 点 附 
近 都 进行 KAM 迭代 ， 在 若干 步 以 后 即使 ILE{II 一 IT%o|<Sm}， 
IE{IT-Tiw|<Sm}, 定 义 在 {|Ing|<vm， [I 一 Tim|<5Sm} 上 的 哈 
BARKS LE Tap! <ta, [I 一 Tim|<Sm} 上 的 哈密 顿 函 数 
在 I 的 值 是 不 一 样 的 .因为 KAM 迭代 只 能 对 满足 Diophantine 条 
件 的 那些 点 进行 , 所 以 在 若干 次 迭代 以 后 , 哈密 顿 系统 实际 上 是 定 
义 在 象 兴 一 样 入 集合 上 ， 每 一 根 经 纵 是 像 {|Inp|<zm, IIn] 
Sn) 的 集合 , 而 底 “ 流 形 ” 却 是 一 个 康 托 集 . 

我 们 再 来 看 一 下 R" 中 一 个 子 流 形 上 满足 Diophantine 条 件 
RAARD UW EE W 

2 一 ioER" |Ck, o>—U[SDlklz*, V( LIE Z"#*\{O}}, 
Qy={oE R": |<k, o> |>DIk|z4, VRE ZOH. 
Q 是 通过 在 R" 中 去 除 所 有 由 方程 
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=o 


<k, ad=t Vk, DE Z" {0} 
决定 的 mn 一 PERDET D-RE, 而 Op 则 是 
通过 去 除 所 有 过 原点 的 方向 数 为 整数 向 量 的 (n 一 1) 维 超 平面 的 
(Di klz*|k|*)- SRT BI, 由 此 不 难 想象 ， 对 于 一 个 弯曲 子 流 
形 M, MN Qo A MNA Ån 的 勒 贝 格 测度 仍然 是 正 的 、 这 里 的 勤 
贝 格 测度 ， 是 指 支 集 在 M 的 通常 的 勒 贝 格 测度 , 如 曲线 的 测度 是 
1K. 
对 于 眼下 的 问题 , 我 们 没有 必要 去 定义 高 维 的 弯曲 子 流 形 , 而 
只 需要 定义 一 维 弯 曲 曲线 众所周知 , 在 欧 几 里 德 空间 R 中 , 一 
条 Or+1- 光 滑 曲线 可 以 用 其 弧 长 s 表示 ; 
7Y 一 (yx(8)，…，?yn(8))， 


在 活动 坐标 架 下 ， 
%=84-0(s*), 


= Bı s?+0(s*), 


a= Tl Bs" OC"), 

其 中 B, 称 为 第 i 阶 曲率 分 量 . 

定义 1 R" 中 一 O"+1- 曲 线 称 为 弯曲 的 ， 如 果 它 的 各 阶 曲率 
分 量 非 零 . : 

对 于 这 样 的 弯曲 曲线 y, NA MFM KH EE 
正 的 ， 有 关 结 果 由 下 面 引 理 表 述 , 

引 理 设 一 条 0O"t!- 曲 线 g(s)=(gr(s), gos), =, On(8)), 
其 中 s WILK, sE [0, LJ. 如果 g(s) Ñ ETI: 

Ci) 它 的 直到 (mn 十 1) 阶 导数 都 有 界 

[222 |<s, 1<j<n+1, sE [0, L] 


Gi) 所 有 曲率 分 量 下 有 界 
[Bi(s)|>B8>0, 1<j<n, s€ [0, L) 
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那么 , 存在 D'>0, 如 果 D<D*, RA 
Dm Py CO LI\Ses))s 
S£={sE [0, L]: (<k, gs)>+1|<Dlka[-*, p>nín+1)} 
是 一 个 康 托 集 , 它 的 测度 为 
meas(Q8)>L(1-- oB ™™ pi D*), (9.1) 
其 中 O ERKAT n 和 几 的 常数 ， 


上 bn n n(n~1) 
. B 2 2 
D* =minj | 一 一 一 一 一 一 一 一 一 | ， 一 Pr 
{ (9-11)2 n E Bin aB* | 
引 理 的 证 明 可 见 [14]. 
现在 我 们 设 险 密 顿 函数 HO, p) 二 和 (了) 十 P(I, p) E XE 


KM {[Ing| <r, |I-Iol<s, IE [0, LI}. 在 频率 喘 射 23- 


之 下 , [0, LICR 的 象 是 一 条 弯曲 的 曲线 . 根据 引 理 , [0, LI 
DEWR So, 相应 的 频率 满足 Diophantine 关系 ， 如 果 引 进 
参数 和 ,将 险 密 顿 量 写成 含 参数 的 形式 : 
H(I, p, )=H(I+A, p), 

对 于 固定 的 A, 五 ,只 是 定义 在 {lImnpg|<r, ITI<s} 上 . RAE 
So, 可 以 进行 KAM 选 代 , Ho(I, p, A)>H(I, p, à), 这 时 Hy 
对 入 而 言 仅 是 定义 在 一 个 康 托 集 上 的 函数 . 但 是 , 它 可 以 延 拓 到 
整个 区 间 上 .。 对 相应 的 频率 映射 情况 亦 然 ， 注意 到 NCA, 和 ) 对 


NEB 而 言 只 是 NCI, 和 ) 的 微小 修正 ,人 2{[0, LI 应 仍然 是 一 


条 弯曲 的 曲线 ， 只 是 其 各 阶 曲 率 分 量 有 微小 的 改变 ， 如果 让 

Diophantine 常数 Di 比 Do 小 ， SongSn, 的 测度 仍 可 为 正 ， 这 种 

迭代 过 程 可 以 继续 下 去 ， 注意 到 (7.20) 式 里 Diophantine 常 数 

的 作用 , 如 果 让 De 以 指数 速度 趋 于 0, 那么 MNS, 的 测度 可 以 为 

E, WTAE SD. 的 点 ，KAM 迭代 收敛 , 这 表明 在 [0, LPEE 

ENR, MEA KAM 环 面 仍 然 存 在 。 由 这 样 一 个 简单 的 说 明 ( 远 
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不 是 论证 ) 我 们 引出 下 面 的 定义 ， 

EN? 设 DER" 是 连通 开 集 , 一 个 实 的 解析 映射 如 下 ， 

Í= (fay fo, fa): DOR", 

我 们 称 了 是 扭转 的 , 如 果 S(DASA-ARS ww HR, 

对 于 解析 函数 , 上 述 定义 等 价 于 下 面 的 提 法 : 

不 存在 c= (C1, cz,…, Cay Canga) ER"! {0}, 使 

afa lY) + cafa(y) +--+ nfa CY) = Ont. WED 

实际 上 ， 如 果 上 式 成 立 ,， 的 象 就 只 限于 某 一 超 平面 ， 因 而 就 不 包 
括 一 个 弯曲 的 曲线 , 反之 亦 然 . 

定理 1 (BAK WUE, 1992) HRA KAM 型 的 哈密 顿 函 
H H=N(I)+PC, 8) 在 区 域 

B={|Inp| <r, TI--Tol<s LLED open in R"} 

上 解析 ， 并 且 关 于 9 是 2w 周期 。 频率 映射 SN/2T KE MH 
7<n, D+s 中 任 一 开 集 在 此 映射 下 的 象 包含 0"*” 一 维 论 曲 流 形 . 
那么 , 对 任意 se>0 BAH A=a(r, s, D, N, 8)>0, 只 要 gap|P| 


<d, 存在 一 个 正 勒 贝 格 测度 集 好 CRe(3)， 它 是 由 关于 方程 
j-_38 ;_ 2H 


ap’ Pr 
不 变 的 n 维 环 面 To WR, 这 样 的 环 面具 有 形式 
I=1,+U.(®), p=0+V.(®), 

Va Al Vo HE [In®| <5 LRN, RTO 20 周期 ， 哈密 顿 系 
统 在 这 些 不 变 环 面 上 的 运动 是 拟 周期 的 ， 

6-0, on SF (a) +0"(P), 
其 中 (0)=0， MA, XYKHRBRLRRA H =N 的 不 变 
HH I= Ia 的 微小 变形 ， 

[Ual<8, |Val<e, 
H dO int, 有 的 勒 贝 格 测度 meas(31)->meas(Re(3)). 
7b 


Ric 1. RA D+s= (JBC, s), RE BE, 5) 是 中 心 在 


由 半径 为 s 的 开 集 . 

2. 与 具有 柯 尔 英 哥 洛 夫 非 退化 性 条 件 的 系统 略 有 不 E. 
面 上 的 频率 不 一 定 正好 是 (2N/87) (a), 而 是 有 一 点 漂移 wy( 卫 ). 

证 明 本 定理 可 以 利用 为 证 明 保 体积 变换 中 余 维 工 不 变 环 耐 存 
在 性 定理 而 发 展 的 技巧 (参见 本 书 $ 10), 为 了 达到 可 利用 的 地 
步 ， 我 们 需要 找到 集合 刀 的 闭 包 的 有 限 开 覆 盖 ， 每 一 开 焦 都 可 以 
分 层 为 一 族 曲线 , 所 有 这 些 曲线 在 映射 9W/BT= go 下 的 象 都 是 一 
维 弯 曲 曲线 。 实际 上 , 由 于 go 的 秩 是 常数 , 假设 为 mw 对 任意 IE 
D, 总 存在 工 附 近 的 坐标 卡 wm 和 gT) ERER LRE p, 相应 的 定 
义 域 为 UMY, RERE RH poggi R", 0)->(R"，0) 具 
有 形式 (mi Da, +12) ar) 一 (cot ca e, Dr, 0, +, 0), 由 假设 条 
th, HEA SBR MCR, 它 可 以 参数 化 为 y la, D> 
MCR, #Hdy/ds40, CMREVZE, ERIE wego(D 
之 下 ， 它 显然 被 限制 在 R' 内 ， 再 一 次 运用 秩 定理 ， 可 以 看 出 在 
峭 go(T) 附 近 存 在 坐标 卡 po ELR AICR, Ab ERE 
Xx; 定义 域 在 [a, 5], 这 些 映射 的 复合 poporo LAIR (ys) > 
《yw O, =, 0), HEH p: RR" 为 从 (Ya x R) (WB 
PaVa) x R AY RB MO} LE: d= (h, id), 恒 等 作 用 到 后 
n-or PARR 所 有 这 些 , 可 以 用 交换 图 表示 如 下 : 


UL YE NY) >M —> (a, b] 
o| | Y id 
(Ging t, Bes Braa, y Ba) (B e 0,040) CM) fa, b] 
i (p, id) mfa Pal į 
(Yay s Urs Gr ts ta GH (Yay Ye 0,0) (ys, 00) 
HTM K, 我 们 便 得 到 包含 工 的 开 集 的 分 层 (foliation). 
实际 上 , 内 (Y3+) 可 以 想象 成 一 族 直线 ， 通 过 固定 yo，… y KU 
到 . 在 映射 WS 之 下 ， 这 引起 了 Ya 上 的 分 层 , 继而 引起 p) 


2. 


Cgo( 人 VY) 上 的 分 层 。 MAYA) BRYRBRPH-HA, 3 
一 方面 ， 将 包含 O(OHR MAAC) R 等 同 看 待 , 我 们 便 
得 到 集合 Wi=$( 人 2V) Nn (Yix R"-") 上 的 分 层 ， 它 可 以 认为 是 将 超 
平面 (通过 固定 w+t …，wn) 粘 合 在 一 起 而 得 到 的 . 每 一 超 平面 
RABY 上 一 样 的 分 层 而 成 为 一 族 曲 线 。 在 映射 -之 下 ， 我 
们 得 到 工 的 一 个 开 邻 域 , 它 是 由 .一族 曲 线 组 成 : 
T(z, a)=$0f7"(Fa), 
其 中 a= (Y2, Yrs Brity Dr), F=Yay 
Sam {rE (aa, ba); a=constant, (7, a) EV ()}. 

显然 , 在 映射 go 下 , 这 一 族 曲 线 的 象 成 为 (Vi) B—-TSHE, go 
是 Te 和 其 象 之 间 的 同 胚 。 由 于 所 有 的 坐标 卡 , 映射 都 是 光滑 的 ， 
MAPI) 一 定 有 一 开 邻 域 ， 其 中 每 一 根 纤维 的 所 有 曲率 分 量 
非 零 。 将 这 个 开 集 适当 缩小 , 我 们 可 以 使 每 一 根 这 样 的 纤维 ( 曲 
线 ) 都 具有 以 下 的 性 质 . 

Pl. MARR T.W KEEFER: 

inf “f. ME | 至 oj (x, a) |de>L>0, 

Hp D= (D, - cee 如 果 工 。 用 其 弧 长 s 参数 化 ， 
T(z, a)=I(s), pe 1<j<n+1, 


H 
dTa |<Br, 


ala 


| s1—s0| ati), 


sup| AEs (Ca -ti 
P2. 人 BL, Bis (RB 
sl | 
P3. 关于 s 的 不 高 于 (n+1) 的 导数 有 界 ， 
aup| Te |<B, 


sup| Sao (s1 )- #0 (82) | <B|s1 sa|} 
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P4. 所 有 ol) HABE ETA FH, 
inf| Bs(yo(I'a(8))) |>B>0, 


我 们 一 般 考虑 D 是 有 界 集 , 因此 存在 有 限 个 开 集 D BH D. 
因此 ， 我 们 可 以 将 问题 限制 在 D: 上 ， 如 果 Pl1~P4 均 在 D1 上 成 
X, RL, 在 证 明 不 变 环 面 存在 性 过 程 中 , 扰动 项 的 大 小 只 依赖 
于 PL~P4 以 及 解析 区 域 的 大 小 Bu Alo 表示 ， 

2r={|Imip| <u, IT 一 Tolsw To€ Pa(s)}. 
如 果 对 任意 wm Ta 满足 P1~P4 都 存在 工 。 上 的 正 测 集 ， 相 应 的 
KAM 环 面 都 存在 ， 那 么 对 DD 里 的 正 测度 集 ( 相 应 KAM 环 面 也 存 
在 ) 的 存在 性 就 是 十 分 明显 的 了 . 

余下 的 证 明 方 法 是 利用 了 $10 中 为 证 明 余 维 1 的 不 变 环 面 存 
在 性 定理 而 发 展 的 技巧 , 此 处 略 去 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 [1 多 . 


$10 只 有 一 个 作用 量 的 保 体积 变换 


众所周知 , 哈密 顿 系统 只 是 一 种 保守 系统 , CRA. W 
面 已 经 介绍 了 哈密 顿 系统 中 的 KAM 理论 。 对 于 不 具有 险 密 顿 结 
构 而 只 是 保 体积 的 变换 情况 又 是 怎样 呢 ?我 们 知道 , 保 体积 变换 是 
比 哈密 顿 系统 广泛 得 多 的 系统 ， 自 然 界 有 许多 系统 的 数学 模型 仅 
仅 具有 保 体 积 性 ， 而 没有 哈密 诺 结 构 . 例如 三 维 不 可 压缩 周期 流 
便 是 一 例 ， 下 面 将 建立 保 体积 变换 的 不 变 环 面 的 存在 性 定理 . 

在 本 世纪 80 年 代 初 , 孙 义 料 对 近 可 积 三 维 保 测度 (体积 ) 映 射 
进行 了 数值 研究 ， 他 发 现在 一 个 不 变 曲线 附近 有 许多 不 变 环 面 ， 
这 些 环 面 的 结构 极 像 KAM 理论 所 显示 的 那样 ， 但 是 ， 这 是 一 
个 不 具有 哈密 顿 结构 的 系统 . 1988 年 ， 程 崇 庆 和 和 孙 义 燃 从 理 
论 上 严格 证 明了 这 种 不 变 环 面 的 存在 性 .在 此 之 后 ，M. 
Hermano 8) 和 夏 志 宏 s9 把 这 种 理论 推广 到 只 有 一 个 作用 
量 但 具有 任意 有 限 个 角 变 量 的 系统 . 实际 上 , 程 和 孙 研 究 的 三 维 
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保 体积 映射 中 具有 一 个 作用 量 ， 两 个 角 变 量 . 利用 他 们 的 证 明 方 
法 , 可 以 毫 无 困难 地 证 明 具 有 任意 有 限 个 角 变量 的 系统 , 一 个 作用 
量 是 关键 . Herman 和 夏 志 宏 的 方法 要 简单 一 些 . 
我 们 考虑 一 个 定义 在 TxT? 上 的 保 体积 映射 UM, w, y, > 
(m, Yi, %1)» 
m=0+fo(2)+ Xo, y, 2), 
Mo = w=ytgo(z)+ Yolo, y, 2), (10.1) 
=e Z(m, y, 2). 
其 中 (o, g)ET2 zEI= [a, b], fo, go, Xo, YoMZ, WEEK 
域 
Do={|Ino|<r, |Iny|<r, |2—20|<s, %€ [a, 5]} 
(10.2) 
上 的 解析 函数 , | 及 o| + |Yo|+|Zo|<e, e>0 充分 小 . 
(10.1) 定 义 的 映射 有 它 的 几何 和 物理 背景 ， 设 在 R 中 的 一 
个 保 体积 映射 有 一 个 不 变 闭 曲线 7, 并 且 这 个 映射 , 还 是 一 个 微分 
AB. 将 映射 限制 在 此 闲 曲 线 上 ， 我 们 便 得 到 一 个 圆周 上 的 同 胚 
映射 ， 如 果 此 映射 在 圆周 上 的 旋转 数 是 无 理 数 ， 根 据 Denjoy 理 
论 , 此 映射 拓扑 共 罗 于 一 个 刚体 旋转 ， 即 存在 微分 同 胚 9: TT 
使 得 下 图 交换 ， 


在 此 情况 下 , 如 果 此 闭 曲线 上 的 映射 法 向 式 是 椭圆 型 的 , 此 保 体积 
微分 同 胚 就 可 以 化 为 (10.1) 的 形式 .% 可 以 取 为 不 变 曲 线 Y 的 弧 
长 , 9 可 以 取 为 围绕 y 的 角度 , 而 z 则 是 到 ?的 距离 ， 对 于 研究 周 
期 性 不 可 压缩 流体 ， 像 素 勒 -Oonuette 流 ， 到 目前 为 止 人 们 尚未 能 
找到 适当 的 具有 险 密 顿 结构 的 数学 模型 来 描述 ， 但 却 可 以 放 到 
三 维 保 体积 映射 这 样 一 个 大 框架 之 下 ，Mezic 和 Wiggins, 
75 


R.Mackay™ 得 到 了 具有 (10.1) 形式 的 数学 模型 . 

在 证 明 像 (10.1) 这 样 的 系统 具有 余 维 1( 即 只 比 相 空间 低 一 
维 ) 的 不 变 环 面 之 前 ， 人 们 习惯 上 认为 这 种 Diophantine 环 面 只 
存在 于 哈密 顿 系统 之 中 (包括 辛 映 射 ， 可 逆 系 统 (reversible 
system ) 也 是 与 哈密 顿 系统 极 相似 的 系统 )， 然 而 , BSA KAM BE 
论 在 证 明 方法 上 多 大 程度 利用 了 哈密 顿 结构 ? 

我 们 知道 , KAM 理论 证 明 的 关键 ， 是 利用 牛顿 迭代 法 构造 一 
个 坐标 变换 的 无 穷 序 列 ， 这 一 系列 变换 的 复合 收银 于 一 个 有 意义 
的 变换 , 它 将 TRARA R xT 中 ， 其 切 映射 正好 将 T 上 的 
党 数 向 量 场 @ 映 射 到 R"xT" 上 由 哈密 顿 方程 定义 的 向 量 场 ， 这 
一 系列 变换 的 复合 必须 收敛 是 前 提 ， 对 于 多 自由 度 哈密 顿 系统 ， 
这 一 点 是 由 利用 寻找 母 函数 凤 (Ls, 9) 而 达到 的 ( 见 (7.9) 式 ). 在 
那里 ， 由 于 每 次 迭代 的 母 函 数 机 及 其 一 、 二 阶 导数 以 超 指数 速度 
趋 于 0, 相应 变换 的 复合 也 就 收敛 ， 对 于 二 维 扭转 映射 , 所 谓 相 交 
性 (一 个 围绕 原点 的 闭 曲 线 在 此 映射 下 的 象 与 原 象 相交 ) 保 证 了 这 
一 点 (Qalabi 不 变量 为 0)， 详 情 见 莫 泽 的 有 关 证 明 吧 2， 除 去 这 一 
点 , 系统 的 哈密 顿 结 构 并 不 对 KAM 理论 的 证 明 有 什么 贡献 . 

在 87 经 典 KAM 理论 的 叙述 证 明 中 , 旋转 向 量 的 Diophan- 
tine 常数 是 固定 的 ， 之 所 以 可 以 如 此 ， 主 要 是 因为 哈密 顿 系统 的 
柯 尔 葛 哥 洛 夫 非 退 化 性 若 没有 这 一 条 件 ,在 每 一 步 的 迭代 中 相 
应 的 Diophantine 常数 就 可 能 变化 。 这 是 在 分 母 上 的 常数 , 如 果 
此 常数 随和 迭代 次 数 而 以 比 超 指 数 快 的 速度 趋 于 0， 整 个 超 指 数 迭 
代 收 敛 的 计划 就 可 能 破产 .。 但 是 ， 这 一 困难 与 是 否 有 险 密 顿 结 
HEA. 如 果 仍 然 利 用 牛顿 迭代 法 ， 通 过 寻找 一 个 无 穷 的 变换 序 
列 闵 证 明 3 维 保 体积 变换 中 2 维 不 变 环 面 的 存在 性 ， 上 述 困 难 同 
鳅 不 可 避免 ， 但 并 不 是 不 可 解决 。 换 一 个 角度 来 看 待 (10.1) 式 是 
交 玫 助 的 .将 (10.1) 式 看 成 一 族 保 体积 映射 而 不 是 一 个 保 体积 映 
Ht: 

Q=atf(2, o)-+X (a, Y, 2, o), 
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Mlo) y=y+g(z, œo) +Y (a, y, £, o) (10.1) 
%=2+Z (a, y, z, œ). 
HRAN fo, go, X, Y, Z ka, y 的 Qn 周期 函数 , 并 且 在 区 域 
Dow) ={|Ima|<r, |Imy| <r, |z| <s} 
EHH, foz, o)=fole+o), X (v, y, z, w) = Xom, y, e+); 
其 余 类 推 . 对 于 固定 的 o， 如 果 它 满足 Diophuntine 条 件 ， 
lkafo(0, w) + kago(0, @)+n|>Ko(|ka| + | kel), 
V(kikem) €Z8\{0}, (10.2) 
我 们 引进 坐标 变换 
w=p+U(p, p, n, œ), 
Too) y=y+V (9, p, 1, w), (10.3) 
s=nt+W(Q, p, 1, o), 
进而 得 到 一 个 新 的 变换 
Mo) =T-*(@) Mo(@)T (a), 
在 较 小 的 区 域 上 解析 : 
Dı={|Imp|<p<r, |Imyps|<p<r, |n|<o<s}, 
具体 形式 为 : 
M=Ptfoln, o) +filn, o) +O(g, p, n, o), 
Yi=b+go(n, w) +g:(n, ©) +V(y, p, n, œ), (10.4) 
m=n+ H(p, p, n, ©), F 
其 中 UV AW HEM PAR, 
U(p+fo0, o), $+go(0, w), n, @)-U (p, p, n, œ) 
=X (p, p, n, ©) +fonn, Wp, p, n, o) 
—filn, o); . 
V(p+fo0, œ), y+go(0, w), n, 20) —V (p, b, n, œ) 
=F (p, p, n, ©) +9 on, Wp, p, n, œ) 


—giln, o); 
W(w+fol0, w), $+90(0, o), m, @)—W (g, p, n, o) 
=Z(9, b, n, 0) -Z (n, o); (10 5) 
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faln, ©) =X(m, ©) + faln, ©) Cn, œ), 
gn, 0) =F Cn, ©) + gin, ©) F Cn, œ). (10.6) 
XV MZAXY 和 2 关于 wg HEH, Mi 中 不 可 积 项 看 、 
Y 和 五 是 如 下 方程 式 的 解 : 
D=U(p+fo(0, w), p+go(0, w), n, ©) -—U (gr, fa, M, ©) 
+X (04+ U, +V, n+W, w)-X(Q, p, n, o) 
+5 fiat 9a )W3, 


P=V (p+fo(0, w), p+go(0, w), n, ©) 
-V (pn ho m, o) +Y (p+U, p+, n+ W, o) 
-Y (p, p, m o) + nth )W% 
H-W(p+fol0, 0), $+90(0, @), 1, @) 
—W(py bs, m, ©) +Z(ptU, p+, n+W, ©) 
-Z(p, 0, o) +2(n, o) 
先 由 (10.5) 式 中 第 三 方程 式 确定 W, BAAR ZRA 
EU, 六 ， 形 式 解 仍然 利用 传 里 叶 展 式 得 到 , 而 其 上 界 估计 也 是 利 
用 经 典 的 柯 西 估计 得 到 , 详细 证 明 可 见 [12]、 [5 . 
仍然 利用 经 典 的 方式 , 不 难得 到 Di 上 不 可 积 项 的 上 界 ， 


|O|+|F\+ |H—a| <r o— p) (4 e + sso) 


Bey ao 十 K? Cr 一 ppro È 
=Q, (10.7) 
HH A= ZO, 0) +2,0, «n+ ZnO, o), 01 为 常数 , 仅 依 


Bo, 由 于 Mo 是 保 体积 映射 , 因此 任 一 余 维 工 的 环 面 T:， n= 
const. 在 Mi 之 下 的 象 MIT RES THR, BINMTS, 
因此 和 英 泽 关于 不 变 曲 线 存在 性 中 利用 相交 性 的 证 明 方 法 类 似 , 
Wy ER? 
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(Dj + |W | +| 71 <8qQ, (10.8) 

值得 注意 ， 从 (10.7) 到 (10.8) 的 过 程 充 分 利用 了 环 面 只 比 空 
闻 低 一 维 , 以 及 映射 Mo 是 保 体积 这 两 个 性 质 . 

经 过 一 次 迭代 变换 之 后 ， 定 义 在 D: 上 的 映射 Wai 具有 
(10.4) 的 形式 . 如果 略 去 扰动 项 多 各, 则 Mi 也 是 可 积 系 
统 . 与 MM。 有 所 不 同 的 是 ， 对 于 同一 参数 w， 相 应 不 变 环 面 上 的 
旋转 数 发 生 漂移 (fo(0, w), gO, w))>(fo(0, ) + fil, w), 
go(0 w) +g: (0, wo)， 这 就 给 下 一 次 迭代 变换 造成 困难 ， 因 为 
((jJo 十 万 )(0, o@)，(go 十 gt) (0,，o) ) 也 许 不 满足 Diophantine 条 件 
(10.2), 或 者 即使 满足 ， 相 应 的 Diophantine 常数 Ki 比 Ko ih 
多 。 注意 到 此 常数 出 现在 (10.7) 式 中 的 分 母 上 ， 这 种 漂移 可 能 导 
致 整个 迭代 不 收敛 ， 然 而, 如 果 对 于 某 一 固定 的 o B- PBR 
的 Diophantine 常数 以 比 超 指数 慢 的 速度 趋 于 0， 则 经 典 的 KAM 
迭代 可 以 在 这 一 点 附近 进行 .从 而 可 以 证 明 相应 于 w 的 不 变 环 面 
WHEE. 对 于 具有 柯 尔 莫 哥 洛 夫 非 退化 性 的 哈密 顿 系 统 ， 可 以 
通过 调整 I>I, 使 得 相应 的 频率 不 动 ， 而 像 这 样 仅 有 一 个 作用 
量 的 系统 , 是 无 法 做 到 这 一 点 的 . ‘ i 

现在 考虑 所 有 wE Sica, 6], WEIS), Dg (o) ) 满 
足 Diophantine RH, 在 所 有 的 这 些 点 附近 进行 KAM ER, 若干 
步 以 后 ， 这 个 映射 只 是 定义 在 像 丛 一 样 的 结构 上 ， 每 一 片 叶 子 是 
{[Imp|<n, [Imp] <r [r| <s} 而 “ 底 流 形 * 是 一 个 康 托 集 So 
也 可 以 说 我 们 得 到 一 族 依 赖 于 参数 w, 而 w 只 对 某 一 康 托 集 有 定 
义 的 映射 . 

为 了 继续 证 明 过 程 , 需要 引进 有 关 惠 特 尼 (Whitney) 连续 性 
的 概念 .一 个 定义 在 闭 集 上 的 函数 如 果 满 足 一 定 的 “连续 可 微 性 ” 
此 函数 可 以 延 拓 到 一 个 区 间 上 , 而 成 为 真正 的 连续 可 微 函数 . 

定义 设 8 是 R" 中 的 一 闭 集 , H"*(S)(mE Zi, 0<a<1) 
是 定义 在 S 上 的 一 函数 类 {wi}, 每 一 元 素 实 际 上 是 一 组 函数 
fa Us, t, Um}， 它 满足 
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iala) | <M, Iw— P(o, y, u) | <M |o- y|” t-a, 
FE [A] = [kal + [ka| 十 … 十 | 如 |， 
Pao y, u) = E 0) ew 
Mute 五 "“"(S) 上 的 模 为 
上 zj as 一 if M. 

对 于 定义 在 开 集 ICR" 上 的 函数 ， 互 "“(T) 是 这 样 一 个 函数 类 
{u}, CAA m, a HERR (O. H6lder) 连 续 可 微 性 : 

lus) <M, |u(@)—Pila, y, u)| <M |o- y|" te, 
BO Euh RER. HMT) ERREA 

[ullmor=inf M, 

定理 1 ( 惠 特 尼 ) 对 每 一 闭 集 8 以 及 正 整数 m, lus, v)} 

关于 s 属于 五 "(8S), MRF " 解析 ， 存 在 一 个 线性 延 拓 算 子 
4, H™*(S)>H™*(1), uU = Ru, 
使 得 口 (s, a) RF © PRM, U(s, v) |s—u(s, »), WE 
lU lma clu] mas. 

式 中 0 是 一 个 只 依赖 于 m, a HICH, 

现在 我 们 再 回 到 不 变 环 面 字 在 性 的 证 明 ， 注 章 到 (10.1)， 跌 
射 Mo KF o HH FARA (H. Whitney) Ree. 如 果 仅 仅 
在 那些 w€ 8 上 进行 迭代 ，2f: 关于 名 就 仅 定义 在 一 闭 集 S 上 . 但 
是 , 可 以 证 明 ; WRX Y 和 名 关于 心灵 有 惠 特 尼 连 续 可 微 性 ， 则 
《10.5) 的 解 吕 .VY AW KF oRARHE 质 , ©, V, H, Ifi 
A Ig 也 具有 这 种 性 质 ， 涩 应 的 估计 见 呈 种、 注意 到 (10.6) 式 ， 
对 于 wES, 每 次 迭代 产生 的 频率 源 移 


(ÈI, ©), E0, «) (FF0, o), Sa, w) 
RGA, SPURL HERG 0, REE ka BARAT BUA 
以 超 指数 速度 趋 于 0。 按照 定理 (4.2)， 可 以 将 IS, Zg 延 拓 到 


(a, J] 上, 如 果 ( 沪 所 Boe JEE R? 中 是 一 曲率 不 为 0 的 曲线 
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Sf, Sq) 也 是 一 个 曲率 不 为 0 的 曲线 ,两 者 的 曲率 之 差 以 起 
指数 速度 趋 于 0。 

如 果 (fo, go) 是 一 曲率 不 为 0 的 曲线 ; 这 可 以 由 条 件 
for gb 


A 
0, Go 


det >c>0 (10.9) 


来 保证 5 集合 
Kelo) ={o€ [a, b]: | (kr fo(w) + kego(w) +n|>K|k\-* 
V(k, n) € Z^\ {0}} 
对 足够 小 的 及 ,Sy(w) 是 一 康 托 集 , 其 勒 贝 格 测度 
meas Slo) >1—¢,(K/c)¥/?, (10.10) 
证 明 见 [12]，[14] ,如 果 让 每 一 次 迭代 变换 中 的 Diophantine 常 
数 区 (其 中 下 ;=o/21+1) 以 指数 速度 收敛 于 0, 牛顿 迭代 的 超 指 
数 收 敛 性 仍然 保留 ， 见 (10.7) 式 ， 如 果 前 mw 次 迭代 是 交集 
们 8w(o) 上 进行 , 那 这 种 选 代 总 是 可 以 的 。 另 一 方面 
~ o \Y2 
meas( A 5,,(w))>1-es (&) 
如 果 Ko 选 得 充分 小 , 这 个 无 穷 集 合 的 交集 之 测度 为 正 ! 在 这 个 正 
测度 集中 , 相应 于 每 一 个 必 的 不 变 环 面 都 存在 , 这 就 是 如 下 的 余 维 
1 不 变 环 面 存在 性 定理 . 
定理 2 (BRK WLM, 1990) BRA APRA Mo( (10.1) 
式 定义 ) 满 足下 列 性 质 . 
Ci) 在 D。 上 实 解析 ; 
Ci) 满足 高 维 扭转 条 件 (10.9). 
那么 , 存在 一 正 数 9,0, 依赖 于 (Do, c), 如 果 在 De 上 
|Xo|+|¥o|+!Zo|<do, 
映射 We RA- KRTEAM, 具有 如 下 形式 
a=§+u(E, č, o), 
y=C+&, E, w) (40.11) 
z=w(§, C, œ) 
8! 


u, v Aww 393846 {Tn < EE, [Tal] <2} 上 的 实 解析 am 网 


期 函数 。 在 每 一 个 环 面 上 , 映射 Mo 可 以 参数 化 , 表示 成 为 一 个 拟 
周期 运动 
£:=E+fo(o)+f*(o, Xo, Yo, Zo), 
Gi=C+go(w)-+9*(w, Xo, Yo, Zo). 
Et flo, 0)=g"(w, 0)=0，wE 8。C [a, b], So 是 一 个 具有 正 
测度 的 康 托 集 , 当 do>0 时 meas (8,)->0 一 a. 
值得 指出 , 此 处 我 们 虽然 证 明了 充分 多 不 变 环 面 的 存在 性 , 但 
是 每 一 环 面 上 的 拟 周期 频率 却 无 法 确定 . 另外 ， 即 使 (fo(0, w), 
90(0, o)) 满 足 Diophantine 条 件 , 我 们 也 不 能 断定 相应 的 环 面 在 
充分 小 的 扰动 下 会 保存 下 来 . 
如 上 的 证 明 方法 可 以 无 本 质 困 难 地 推广 到 具有 % 个 角 变量 ， 
但 只 有 一 个 作用 量 的 保 体积 映射 , 去 证 明 n+ 1 维 保 体积 映射 中 
维 不 变 环 面 的 存在 性 。M: (ri, Pi, Po, +, Gn >(R, Di, Do, 
°°), R=r+V (r, Ps, pn); 


(10.12) 


M: D=r+g(r)+Ui(r, Ppi, t, On). (@=1, 2, +n) 
如 果 此 映射 满足 高 维 扭转 条 件 59 
BO) ACD eee galr) 
dof SO AN veer HO) oso (10.18) 
Cr) or) seats 90) 


BINT + |V | KADMAKAS n RPAH, (10.13) 式 意 
BRA HR (gir), g(r), +, gar) FE R" 中 的 各 阶 曲率 分 量 不 为 
9, 
J. Yoccoz 在 1994 年 瑞士 苏黎世 召开 的 世界 数学 家 大 会 上 指 
出 3， 如 今 看 来 ， Diophantine 环 面 的 重要 性 已 经 远 远 超出 只 具 
有 辛 结构 的 系统 范畴 。 其 中 原因 之 一 , 便 是 这 种 环 面 的 存在 性 直 
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REET RT BRK RAM Em URAR HWA 
性 猜测 (quasi-ergodic). 这 是 一 个 通 有 性 猜测 , 即 对 于 保 测度 映射 
空间 而 言 , 如 果 赋 予 此 空间 O” mih 那么 存在 一 个 集合 F, CE 
可 数 多 开 稠 集 的 交 , MRR MCF, 此 映射 一 定 有 一 条 稠 轨道 . 
由 于 现在 已 经 证 明 , 对 于 一 个 可 积 的 余 维 1 保 体积 映射 , 只 要 扰动 
充分 小 , 无 穷 多 余 维 1 的 不 变 环 面 都 存在 。 这 种 只 比 空 间 低 一 维 
的 不 变 环 面 将 空间 分 成 互 不 连通 的 两 部 分 ， 因 而 称 归 道 是 不 可 能 
BEN, WO" 拓扑 而 言 , 在 此 可 积 映射 的 一 个 开 邻 域内 每 个 映 
射 均 不 具有 稠 轨道 。 M, Berman® 8 还 利用 此 定理 否定 了 
Posin 关于 保 体积 映射 具有 正 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 猜测 ， 这 也 是 
一 个 通 有 性 猜测 ， 这 两 个 猜测 在 此 之 前 都 是 被 乐观 地 认为 是 正确 
的 ， 值 得 注意 , 利用 经 典 的 KAM 理论 是 不 能 否定 在 哈密 顿 系统 范 
团 内 这 两 个 猜测 的 . 


SU 共振 区 中 的 低 维 不 变 流 形 


EB STS 10 中 我 们 研究 了 最 大 维 数 不 变 环 面 的 存在 性 .对 
于 nn 个 自由 度 哈密 顿 系 统 ，n 维 不 变 环 面 的 存在 性 已 由 KAM 理论 
EX, 在 这 些 环 面 上 , 拟 周期 流 的 频率 满足 非 共振 条 件 . 如 果 这 
些 频率 满足 一 定 的 共振 关系 ， 人 们 相信 相应 的 m 维 不 变 环 面 在 扰 
动 之 下 被 破坏 , PERE. 然而 , 在 此 区 域 中 就 不 再 存在 规则 运 
动 , 一 切 都 是 混乱 的 吗 ? 情况 并 非 如 此 .现在 看 来 , 尽管 最 大 维 环 
面 遭 扰动 破坏 ， 然而 一 些 低 维 的 环 面 依然 存在 ， 它 们 构成 一 个 骨 
架 , 其 稳定 、 不 稳定 流 形 直接 支配 着 阿 诺 尔 德 扩散 行为 . 

首先 研究 一 个 较 简 单 的 系统 ， 二 维 扭转 映射 ， 它 相 当 于 两 个 
自由 度 的 自治 哈密 顿 系 统 . 在 等 能 量 面 上 取 庞 加 莱 截 面 。 设 
M. ,9)H>(ru P1), (PET, 7ER) 是 近 可 积 形式 : 

ri=7--8R(r, p), 
` gi=9p-tg(7) +eB(r, p). 
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如 果 s= 0, 整个 系统 当然 是 可 积 的 . 如果 s 关 0, KAM 理论 指出 ， 
存在 充分 多 的 不 变 曲线 ( 相 应 于 勒 贝 格 测度 而 言 ). 但 是 , 如 果 了 E 


[a, 6), 使 得 ro) =F, PG 是 互 素 的 整数 , 相应 的 不 变 环 面 在 一 


般 情况 下 是 不 存在 的 9, 然而, 著名 的 伯 克 霍 夫 (G. D. Birkhofty 
不 动 点 定理 指出 , 在 7 一 ro 附近 ，M 至 少 有 两 组 9 周期 轨道 , 它 的 
基本 思想 是 寻找 一 个 围绕 原点 的 闭 曲 线 y， 这 个 闲 曲 线 上 的 每 一 
点 在 M 映射 之 下 只 是 经 向 移动 ， 即 gp 保持 不 变 。 由 于 2 是 保 
面积 的 , 所 以 MIYNYAD, 这 个 交集 是 M 的 不 动 点 集 , EBD 
含有 两 个 点 。 KERE M 的 周期 轨 ， 这 个 证 明 方法 非常 巧 
妙 , 充分 利用 了 平面 这 样 一 个 低 维 空间 的 性 质 ， 到 目前 为 止 , KA 
不 出 这 种 技巧 在 高 维 空间 应 用 的 可 能 性 . 读者 欲 知 详情 ， 可 以 参 
见 [51j. 

对 于 任意 % 个 自由 度 的 哈密 顿 系 统 ， 情 况 比 较 复 杂 . 对 于 一 
个 旋转 向 量 wE€ R"， 可 以 存在 多 于 一 个 的 相互 独立 的 共振 关系 ， 
换 名 话说, 存在 m 个 相互 线性 独立 的 整数 向 量 (K1, Ks,…, Ka, 
m<n, K,EZ\{0), 使 得 

《Kj, o>=0, Vi<m (22.1) 

对 应 于 此 旋转 向量 , REE KARARI i — pe (n-m) 
维 的 低 维 不 变 流 形 组 成 ， 如 果 m==mn 一 1， 这 个 大 不 变 环 面 可 以 分 
层 为 一 族 周 期 轨道 , 这 是 一 个 极 商情 况 . BUFR, OTT 
的 哈密 顿 系统 ，D. Berstein FIA. Kaiok 在 1987 年 证 明 至 少 有 
n 个 周期 轨道 能 够 艳 城 动 后 存留 下 来 ， 他 们 称 之 为 伯 克 霍 夫 周 期 
轨 ， 详 细 证 明 见 [8]j 

现在 我 们 考虑 m<n 一 1 这 种 稍 况 ， 这 时 nm 维 不 变 流 形 不 
是 周期 轨 . 在 此 流 形 上 , 未 受 扰 蛤 密 顿 系统 定义 的 流 有 一 个 频率 . 
为 了 明确 表示 这 个 关系 , 我 们 可 以 引进 一 个 么 模 和 矩阵 , 它 的 每 一 个 
TOR HE ES HK 

K=(Ki, Ea, E,) 
84 


Hp Ky, Ka, o, Kn BERRKA(L.1) MUA. 利用 此 
矩阵 , 我 们 可 以 定义 一 个 从 T"-" BT 的 内 对 
Hp (@1, Da, t, Gam) P= (T1, D2, °°, Wn-m, E)E, 
(11.2) 

FET" 作为 参数 ， 这 个 映射 是 T"-" 到 某 一 个 (n 一 m) 维 不 变 流 形 
的 微分 同 胚 ， 具 体 到 哪 一 个 不 变 流 形 由 上 决定 。 这 个 微分 同 胚 定 
MTT” 上 的 拉 回 (pull back) Hi 27; 

HD; (0) =H, 
D 是 未 受 扰 哈密 顿 系统 定义 的 流 . OC 显然 也 是 拟 周期 的 ， 其 频 
RHE A= (A, Qo, ++, Qun) A PRE: 

(0, 2)=o0K, (11.3) 


So BO UA TR SEA te, Ly 是 局 部 微分 


fas, uR Sho (To) 一 在 作用 量 空间 中 经 过 To 点 有 一 个 


(n 一 m) 维 流 形 m 使 得 共振 关系 (11.1) 总 是 成 立 的 ， 这 就 是 所 谓 
的 共振 层 ， 显 然 较 少 共振 关系 的 共振 层 Ma 总 是 包含 较 多 共振 
关系 的 共振 层 mau(ms <ms) 而 最 高 维 的 共振 层 便 是 m 一 1, 只 有 一 
个 共振 关系 ， 和 $7 中 定理 1 的 证 明 一 样 ，m。 上 的 几乎 所 有 点 都 
满足 菜 一 Diophantine 条 件 (相对 于 此 流 形 的 勤 贝 格 测度 而 言 )、 
注意 , 这 里 的 频率 是 指 拉 回 频率 0. 

对 于 凸 的 哈密 顿 系统 , 当 仅 存在 一 个 共振 关系 时 , FIARE 
经 得 到 . 

定理 1 (ERRI) 设 KAM 型 的 哈密 者 系统 五 (1, 9) 
N(1)+PCL, gp) 在 一 个 维 环 面 了 一 To 的 复 邻 域 上 媚 析 ， 

Zun Imgl<r, II-Il<s, 

这 里 lz| —max|o,!, 并 且 满足 下 列 条 件 . 

G) ati EE CI) 是 一 个 西 函数 ， 即 它 的 Hessian 矩阵 
/ 


(oor, HE 


85 


min{Ar, 2, An} >A>0; VIE Re(%,,+) 
Cit) 共振 性 : 存在 整数 向 量 ,E Z\ {0}, 使 
ƏN y 
FP), Kx)= 
Gii) 相对 Diophantine 条 件 : 在 (n 一 1) 维 流 形 上 , 未 受 扰动 
的 哈密 顿 流 的 频率 满足 Diophantine 条 件 : 
<Q, pl>D|kli’, VEE Z"-1\ {0} 
其 中 D>0, w>n, |k|s— 3 lhl. 
那么 ， 存 在 正常 数 d—d(K,, N, n, D, u, s, 7)>0, 使 得 只 
要 在 Dye 中 |P|<6, 相应 的 险 密 顿 流 一 定 有 一 个 (n 一 1) 维 不 变 流 
形 , 具有 形式 
I=J+T(6, 2, =, 0%-1); 
P= iO, Oa, 1, Os-1) OCO, 2, *…, Oaa). 
T AOI <5 EA Qo 周期 解析 函数 ， 在 此 不 变 流 形 E 
相应 的 哈密 顿 流 仍 是 拟 周期 
9= bo 十 Qt. 
对 于 任意 e>0, EER A =d'(e, In N, n, D, p, s, 7)<G R 
要 在 Be 中 |P|<6 
|| +O] <e, 
这 个 定理 的 证 明基 本 上 仍 要 利用 KAM 技巧 , 但 仅 此 还 不 够 , 
它 有 着 一 些 特殊 的 困难 ， 在 某 些 情况 下 我 们 不 能 预先 明显 地 确定 
一 系列 逐 层 相 套 的 复 区 域 ( 像 证 明 经 典 KAM 理论 一 样 )， 逐 次 收 


缩 这 样 的 区 域 到 [1Tmp| <$, IIo}, 我 们 必须 根据 逐次 迁 代 后 


的 哈密 顿 函数 主 部 的 特殊 性 质 来 隐 式 确定 相应 的 复 区 域 是 多 大 ， 
下 面 我 们 给 出 证 明 的 大 概 框 架 详细 证 明 见 [It]. 利用 上 面 
EMAAR, 可 以 定义 如 下 的 辛 线性 变换 
w=pK, I=yK"., 
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Hle, y) 代 入 到 哈密 顿 函数 中 ， TEM ARE TY 
2.472 [Imo] <T., lY- Yol <s,. 
HP yo= K Io, HST, SS, (Tu, SRT (Kn, 7, s)、 在 变量 

(@, 9) 之 下 ， 
ZX (w)=(@, 0), 


N 仍然 是 关于 y 的 凸 函数 ， 
像 以 往 一 样 , 我 们 仍然 引进 辛 变换 M: (w, ys) > (@. y): 
y=y++tWe, 2 =atWyy, 

Wo, y+) FBR. BURR, W 可 以 通过 求解 下 列 同 
调 方程 得 到 ; 

<(Q, 0), Wez = —P(z, y4)+Ni (On, Y4). 
求解 过 程 和 证 明 经 典 KAM 理论 一 样 , 所 不 同 者 在 于 (2，0) 中 有 一 
个 零 分 量 . 为 了 使 正 述 方程 有 解 ，W+ 必须 与 w 有 关 : 


Ni wn, yx) =(Qu)" fT Po, sda; day dan- 


以 便 去 除 引 进 共振 的 部 分 。 略 去 其 它 与 经 典 KAM 理论 相同 的 论 
证 , 我 们 得 到 一 个 新 的 哈密 顿 系统 
H(o,, y4) =(N+N;) (On, Y4) Palot, Y4). 

新 的 主 部 不 仅 与 作用 量 有 关 ， 而 且 与 第 m 个 角 变 量 有 关 . 可 以 看 
出 , 即使 哈密 顿 流 只 由 主 部 六 十 + 决定 ， 在 一 般 情况 下 原来 的 % 
维 不 变 环 面 y=yo 也 不 复 存 在 。 然 而 , 由 六 +W+ 决定 的 哈密 顿 流 
却 有 (nm 一 1) 维 不 变 环 面 . 

引 理 设 入 (y) 在 区 域 D3yo。 上 非 奇 异 ， 即 其 Hessian 矩阵 
的 特征 值 的 绝对 值 下 有 界 , | 和 hy) | SA>O, 

Xe) =O, Qa, ++, Qy, 0, +75 0), Wa esas oo, Em Y) 
ENHE TxD 上 并 满足 小 性 条 件 Nay] <An*dist{yo, aD}, 
Wiy 的 Hessian 和 矩阵 的 谱 半 径 小 于 和 .那么 , NAN, 决定 的 哈 
密 顿 流 至 少 具 有 (mn 一 & 十 二 个 不 变 环 面 T* 

e7 


Wy == Dit + Diis (1<j<k) 
D= din (k<j<n) 
yu. 
HP IIK (n=k+1), |yv<yol <T sup Nasl. 
证 明 函数 F=Ny)+N (Ee +O, y) —<(Q, 0), y> 在 
Hi w(t) =a + (Q, 0), y(t)=yo 之 下 是 不 变 的 ， 如 果 我 们 找到 
FRF (Guy, ww) 和 2 的 临界 点 ， 这 些 临界 点 也 是 关于 流 不 变 
的 , 那么 
-2 (N+N,)=9, 2(w+N,)=0 
Oy + 了 Dr + ? 
这 表明 从 这 些 点 出 发 ， 如 上 定义 的 流 将 保 尘 y 和 (zw+1,…, mn) 固 
E, y= Qt 十 wy(0)( 基 上 看 jk) ABN SIR PAR. 
对 于 任意 固定 的 (ear, t, Da) ET, 考虑 映射 N,+8N+y: 
B, (uo) R'E O9<e<1), B,(yo) EME > sap|Nas!, 
中 心 位 于 yo ARR. HEU, 文 个 球 位 于 D 的 内 部 . 当 s=0 时 ， 
映射 的 度 
deg(Ny+eN iy, Br(yo), (Q, 0)) = 
而 当 0<s<1 时 ， 
dist{(MV,-i-2N 4y) (@B,), (%, 0)} 
>|N,(OB,) —N, (yo) | — en supi N+y| >0, 
这 说 明 方程 
EWEN Many as, 2) =O 
WFR (Os, s On) CT" BAM. BRE, (+N sy HE 
GAH, HARKER, 我 们 得 到 一 个 连续 可 微 函 数 
2 一 多 xs t, Da). 
函数 F (Orn s Om g(oztl an)) 是 定义 在 T EBS AT HO e, 
根据 Lusternik-Schnirelman 理论 ， 它 至 少 有 (Cn 一 & 士 了 个 临界 
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在 下 面 定理 工 的 证 明 中 , 我 们 对 F 达到 最 大 值 的 临界 点 最 感 
兴趣 、 这 样 的 临界 点 在 一 般 情 况 下 对 应 于 双 曲 型 的 低 维 环 面 ， 因 
AN RARE. 这 种 低 维 环 面 的 存在 性 暗示 KAM 和 迭代 法 也 许 在 
这 些 低 维 环 面 附近 依然 有 效 . 

为 了 继续 进行 迭代 变换 , 我 们 必须 根据 临界 点 是 否 具有 “ 强 坚 
HE”, 来 决定 取 何 种 形式 的 法 代 方 式 ， 所 谓 “ 强 坚固 性 "， 是 指 此 
函数 受 扰 之 后 的 临界 点 与 未 受 挑 函数 的 临界 点 足够 接近 .由 于 让 
被 要 求 具有 非 奇 异性 ，P 可 以 充分 小 , 因此 六 十 + 的 临界 点 在 2/ 
方向 上 充分 接近 N 的 临界 点 ， 但 是 ， 我 们 不 能 指望 在 ww 方向 上 
也 充分 接近 , 因为 任何 条 件 加 在 W+ 上 都 是 不 合适 的 . 

(一 ) 临 界 点 只 具有 弱 坚 园 性 

所 谓 强 弱 之 分 , 没有 绝对 的 界限 。 这 是 一 个 相对 的 概念 。 在 
证 明 中 , 我 们 以 是 否 满足 下 面 的 关系 来 界定 强 或 喘 : 

(22 5 aN EN 


(Caa By Oz Oaa) eeehe 


[<et 

(1.4) 
满足 上 式 者 称 为 弱 不 满足 者 归 为 强 关 .《 坟 .4) 式 中 Cas) 是 N (y 
0,) 关 于 y 的 Hessian PEAY (y*, a) N (y, a) —<Q, (HK 
中 乡 = (ys, Ya, s yn- 的 临界 点 、 因 为 W AF y 的 Hessian pe 
具有 非 奇异 性 ， 所 以 对 每 个 固定 的 ELCT, 都 有 一 个 关于 y 的 
临界 点 、 因 此 ， 当 wm 取 遍 五 时， 这 实际 上 定义 了 一 条 曲线 e. 
plon), EL} 显然 , p 是 实 解析 的 ， 用 i ERER N o), 
w) LO, Elo) 的 临界 点 ,条件 (1L 名 实际 上 就 是 


| FeV ole) 29-A, Aene |<, 
了 是 正 的 常数 使 得 | <a, 
EBEREN TF, WN, (v, 4) ~<0, 分 的 临界 点 也 许 
SRR N (u, 2) = <O, D 相应 的 临界 点 很 远 TE A OS 
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能 展开 为 关于 (y,, RRDA, Aw RNA A K F e HE 
域 究 竟 多 大 才 合 适 ， 以 便 ( 玉 十 Wi+) 一 人 2, 9》 的 临界 点 仍旧 在 其 
中 。 然而 ,对 于 固定 的 ta, N(Y, zr) 一 《Q, G) 关于 % 的 临界 点 足 
BENEN.) (Y, mm) 一 《2, 从 关于 % 的 临界 点 ， 用 p+(wn) 表 
R. 因此 , 我 们 只 需要 在 曲线 {(o(z,)，mw), zwE 了 的 一 邻 域内 
研究 这 个 系统 ， 工 的 选择 是 非常 微妙 的 .一 方面 , 它 要 足够 大 , 使 
得 下 一 次 迭代 变换 中 相应 的 痢 界 点 仍 在 此 区 域 中 ; 另 一 方面 , 它 又 


不 能 过 分 大 , BW KR {|Ima,|<d®, Rex, EL) 中 我 们 需要 
MfN o), %)-<2, A(e,)>)| 0a), 
ER ASOT BE ARF, KRA IERA 1- 
ps(au) 的 级 数 , 并 截断 到 5 次 项 ， 
TP- 六 已 人 2) (Ya pa(2))', 


其 余 项 RP =P—TP H yn— pralen) H—- PRANK BRA HP Ay fE 
2. 除 此 之 外 ， 我 们 还 将 TP 展开 成 到 的 傅 里 时 级 数 ， 并 截断 到 
K 项 ， 


剩余 部 分 B, (TP) =T P- FTP 也 是 比 TP 小 得 多 的 项 .与 之 想 
对 应 , 母 函 数 也 展开 成 
We, v) = WI, a) (yapala). 
W, 由 下 列 方程 决定 
人 Wa =j GF Ple), o) Wy= -nP G, a). 
(11 5) 
将 mm 的 定义 域 限制 到 较 小 的 区 域内 ， 例 如 |Im 4, | <a, 
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Im (Wea), n) ) BABA, 
|<, B— flim (Ne (own), %) i> Elo, BDI. 
Yj<5, |k|<K (11.6) 
这 样 ， 我 们 就 定义 了 一 个 母国 数 夯 ， 由 此 决定 一 个 辛 变换 ， 在 此 
ABT, 
gp MOD MANN, m) +P, y). OLD 


N= aS PO, Wa 
=(Mı+ M+ Ms-t M4) (m4, Y+) 
Eo 2) -N (Y+, ort Wy,) — Lo, Wap 


+ Sc ss— (Pln), Dn) (Yn — Palan) )W gnp 1 


M:=(P-N,) (2, y) - (P-N) @, y+)» 
My=2(P-N,)(a, yx) +2(T(P-N+))(, y+) 
Mi=N (2, y)—-N, (24, Ys). 
ABB, Me Ms MM 都 是 a HBR, M 则 需要 以 更 明 
确 的 方式 表示 ， 若 记 
N (on, y) =E) + <2, D+ (a, Y)» (11.8) 


其 中 
Plen) 一 (cp(zn)) — <2, Blan)? 


=min {N(a, y)—<@, Ð} 
gi N pan (ns y) =N ye, Tn, y), 
Nay (zw Y) = Nyw, on: Y) 

Ñ (an, (in) =Ny(@, pzn)) =N enl On p(2,)) =0 
因为 在 直线 10(o,), EL} 上 以 上 各 项 恒 为 0, 考虑 到 它们 是 解 
析 函 数 , 故 对 zw 在 解析 区 域 总 有 以 上 成 立 ， 借 助 以 上 的 表示 ， 

Mi= Mut Mist+ Mi, 


Hn 


Ma $01 — Ws,) ~$Ont) 

CY pny H E Dn HAW 9) Wis 
My=N (y,+We, m) -Ñ (Y+, an) 

=F È Noo) +és hy, on) Awa Way 


+ FD Mont EW ty) Wee, 
Ma=N(y,, wmn) -N ys, ®n+Wy,,) 
+N yen (P(@n) , Tn) Ay nsW on, 
n-1 
= pà N pen (PCD), Dn) Aha W un, 


= i oa (V+ DnH NW un W in 


FB Nusen PCan) +E ys, 4) Aes A0 W mn 
HH EW e=(EnWar, =, SnWen), Aya = pla), [Gul <t 
(i=1, 2, 3; j<n)UR\n| <1, MRE 

[ima] <O), |yp—pa(a)|<O(d%), 


l- p(o) KOAT) (j<n) 
以 及 小 心 选择 vw, 的 定义 域 ， 可 使 M1 也 是 了 的 高 阶 小 量 ， 从 而 使 
[Pi | 及 其 梯度 都 充分 小 于 沪 米 相应 的 量 . 
要 阐明 o, 定义 域 的 选 泽 是 一 件 费 只 舌 的 事 ， 设 N (y, 2) + 
P(e, 9) 在 如 下 区 域 上 解析 : 
A,={|Im m| <t, Ro nET, (iin—-1)}, 
2s={lyi—p(an)|<s*,  (i<n—1) 

[Yn —Pn(@n) | <8*, [Im a, |<s?, Reo, € Ly. 
LE-AKAT-ANARM, RABPHAT, WR LCT Æ 
可 缩 的 区 间 ， 那 么 LD [e-s mts]. ERER, shad 
的 关系 可 以 不 十 分 紧密 , 只 要 满足 一 些 关系 、 但 在 收敛 性 证 明 中 ， 
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a 14 
HFE KER sd, i= A+), died, 


ER si 为 正 数 , 使 得 下 列 关系 成 立 ; 
2s;:<s, s<i<l, si>s°, 


1 、 
8+<ti, 84S gët) 


sllogs| "< cle p 


ac ae H hy, (11.9) 
并 假定 在 2X A E, 
Ci) RIN P W EMERY: 


|P(a, y) |<, (11.10) 
$ D(t—t,)” D®(t-t,)* 
5<min {min {PET Pato" } 


x (ot Bot) (e904), qa sta); 
(11) N 的 正定 性 ， W 的 Hesian 矩阵 在 Red, 上 正定 ， 
a>0, VEC”; 


(iii) ARCS, y") HR SR HK GC.) =N (p(n), Mn) 
— <Q, pe,)>(zwE 卫 ) 的 最 大 值得 到 。 在 整个 曲线 ((o(a,), 20), 
wnE 了 } 上 


。 2N 
min| 5 


1d" (Co,) | <2s?, (11.11) 
如 果 工 是 一 可 缩 区 间 , KRALL, rl WAIK -8°, r>a,+8*, 在 
每 一 端点 m=1 和 az 一 如 下 关系 式 成 立 
\P' (an) |>285, (11.12) 
p(o,) 4 {|Im 2,|<s?, Reo, E L} ERR; 
(iv) #2, panna 


oN | 1 
nai a <8, apts Oy dae | TP’ 
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max|$(o,)| < gz, maxle(o,)|<z. (11.18) 
由 上 面 的 讨论 责 知 , (i) 的 小 性 条 件 是 可 以 满足 的 ; (i) 的 凸 性 
也 没有 问题 , 因为 在 若干 次 迭代 以 后 , 哈密 顿 函数 的 主 部 中 最 主要 
的 部 分 仍然 是 最 初 的 可 积 部 分 , 各 次 平均 而 添加 上 的 部 分 是 小 量 ， 
并 不 能 破坏 整个 主 部 的 凸 性 ; (证) 在 第 一 次 迭代 时 成 立 , 因为 此 时 
p(t) =y, L=T", 在 每 次 迭代 后 通过 重新 选择 工 可 使 (过 ) 逐 
次 成 立 ; (iv) 也 成 立 ,因为 只 要 扰动 充分 小 , 第 二 三、 四 个 不 等 式 
自然 成 立 . 
临界 点 只 具有 弱 坚 固 性 , 意味 着 下 式 成 立 ; 
1¢"(@,) lenze? <s}, (11.14) 
引进 几 个 逐 层 嵌 套 的 区 域 ; 
IRR A A A 
BC Dc WC EB,, 
其 中 
A ={|Im a} <t, ReaET, i<n}, 
A,={|Im m| <t +s, ReaET, i<n}, 
= {lin mi <t-Z(t-t,), RemET， i<n}, 
Zin = {yi Prle) |<s4, >n, [Yn Pann) |<sh, 
|Im a,|<s}, Rea, € L,}, 
Zo={|ys— pin) |< 28h, <n, |y,—pn(2n) | < 284, 
|Im a,|<s}, Rez, E L,}, 
Z= {|y pion) | <384, i<n, |¥,—pn(,) | <885, 
|Im a, | <2s*., Re v, E€ Di}, 


B= {ly pula) |< st — F(t 86h), <r 
[n= Pata) |< -F (8-854 ), 


Imz,|<s?— + (s—2st), Re «,€ L}, 
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其 中 (pi (2n), Dn), En E Li} ENAN,- <O, G AF y iF 
点 构成 的 曲线 ; Dy ET, RAE ALL, ?4], Edik 
FN+N, RX., 4L=(l, rl 47, 
p= [14+4G,-D, r- e-r], 
其 中 荆 = [4, "1] 是 隐 式 决定 的 .在 这 种 情况 下 ， 
U, r+]= [hts 7—s4]. 
五 以 如 下 方式 决定 ， 选 择 ah, ra 尽 可 能 大 , 使得 

| B'(an) | <484. (41 15) 
在 (h, ni) 内 成立, AMMA ERR, (11.14) A Row, 
因此 LiD[oi—-88,, +834) 4 LATH, 


dist(L, ar>} #, (11.16) 


WR L=T, 《11.14) 也 许 在 整个 T 了 上 成 立 ， 在 此 情况 下 , 五 = 了 、 

HTAR IP (o)l E {2,: |Ima,|<2s}, Reo, E Ly} WEA, 
下 面 的 引 理 是 有 用 的 ， 

引 理 设 Jo)Eocs[a, d] 满足 |f(2)|<4 |f"@)|<B, 在 
茶点 zoE [a, blik, | 了 '( zo) | <E, 那么 对 wE [a, b], 

\f’(@) | <2VAB+E, 
证 明 留 给 读者 . 
应 用 此 引 理 到 $(w,)， 我 们 得 到 对 zwE Ly, 
IP" (or) | <2/sup 180) Pen) } +16" (a2) | 


<$ s (41.17) 
从 而 对 于 o, € {{Ima,|<2s%, Rew,€ In}, 
1p’ (@) | <8s,, (11.18) 


(11 18) 对 于 估计 | 了 :| 的 上 界 是 极端 重要 的 . 
SE MBS KAM 理论 的 这 一 段 过 程 相似 , 通过 求解 (11.5) 式 
得 到 的 母 函 数 W 而 确定 的 辛 变换 (w, y), 9) 将 22x Woe 
2X A, BAB Bx Ay x .Yi 上 新 的 扰动 项 
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IP, | <er{Oe4 (228) 2+3 (2 )" }: =3,, (11.19) 


0=—_ 5 
Dt—t,)* 
FOP HLIDBAM Ma 的 估计 
Ma|<!$'(@,)||Wy,,|+max|$"| |Wy,,1? 
<160s4, (s3— B83 )-1+ 49? (s3 — 883.) -2. 

HF Yn Po On) BS KARE BU RF taK 
次 项 的 傅 里 叶 展 开 式 截断 , 注意 到 (11.10), 我 们 得 到 Ms 的 估计 
asl<a(a( 生 三 +63"). 

HFCL), 关于 加 一 pz) 的 泰 勤 展开 式 并 有 限 次 截断 是 必要 
的 ,为 了 使 (二 .5) 有 解 , 要 处 理 好 小 分 母 问题 . 为 此 , 必须 将 关于 
雪 的 傅 里 叶 展 开 式 有 限 次 截断 ， 以 便 (11.6) 式 成 立 ， 所 幸 这 样 的 

截断 并 不 影响 |P+ | 的 高 险 小 量 之 估计 . 

将 (z+, Ys) EBC Box .oli,， 应 用 柯 西 方法 , 不 难得 
| P| Bes Bb PA. 

从 以 上 的 论 信 可 以 看 则 , 工 , HAREZ eB (11.18) 从 而 使 
BOLIDE. 注意 到 s i d 的 关系 ,3+ 是 8 的 高 阶 小 量 . 
注意 到 N-A, 分 的 临界 点 在 Red, 中 这 一 性 质 对 |P+| 的 估计 所 
起 的 作用 。 为 了 使 下 一 步 达 代 能 够 继续 进行 下 去 , 入 十 NN 一 
<a, 分 相应 的 临界 点 必须 位 于 2Co 之 内 、 这 一 点 由 Li 的 选 
择 方式 可 以 保证 , 读者 可 以 自行 验证 . 

(二 ) 临 界 点 具有 强 坚固 性 

在 若干 步 和 迭代 后 , 也 许 临 界 点 会 具有 强 坚 固 性 ， 根 据 定义 , 如 
下 关系 成 立 

(Se — Pm ss be i el 
此 条 件 可 以 保证 N+ .—<Q, > 的 临界 点 与 N—<Q, 分 相应 的 
临界 点 充分 接近 .可 以 证 明 , 一 旦 这 种 临界 点 具有 强 坚固 性 , 在 后 
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续 的 迭代 中 相应 的 临界 点 永远 具有 强 坚固 性 在 此 情况 下 , 可 将 
定义 域 AXE, 收缩 至 .oz: x 9 其 中 
B.={|9- (an) <s, lyi] <s, 
|o,—a% |<}, 

事实 上 , AAD, 但 是 如 果 注 意 到 D 是 由 Zo 收缩 而 得 到 的 , 2,4 
是 以 临界 点 为 中 心 , 相应 的 小 性 条 件 在 Zo 上 成 立 , 而 DuC Do) 因 
此 这 样 的 收缩 是 合理 的 ， 

展开 扰动 项 P HAF yyh, mw 一 的 泰勒 级 数 ， 并 用 至 5 
次 项 的 截断 TP 来 近似 扰动 项 P， 

TP= ZPE, 9) os— a) yy) 
SRR W, 形式 为 
Wa, y+) ~ Si Wu, Da) (onan) Un =a). 
REW 的 同调 方程 为 ; 
eoW+AMW=-P, (0<1<5) (11.20) 

HP W= (Wa, Wa-im t, Wo), Pr= (Po, Pa-sn, , Po), 
OWy=<Q, Wie, ig [Pu], 


[P= |, Pu, das, 


4o=0 


A= -( SN yen Ny 站 -人 ‘on 
($" —N y,0nPn) 一 Wops ba bz 
H EMENT A 的 元 素来 定义 
A1== (Guy) rxety), 2<1<5 
a= (141-9) 314 (J—-1) bos, 
djn = (141 — Jj) biz, 
Guy = (7 十 工 =j) bav 
4,=0, (ls—j|>2) 
所 有 元 素 都 在 临界 点 处 赋值 ，(].20) 可 以 通过 傅 里 叶 展 开 来 求 
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mE Ws= EW pG), 
Py = IPn Ge, Gti) <5 
Gk, OI+A)Wa=—-P,, 
其 中 了 为 单位 阵 ， 可 以 验证 ，4 的 谱 为 
sp(A) ={(j—Dotlos, 1=0, 1, =j}. 
oram {New t Naod EV Nest Nap) 1p Nn). 
因此 


于 是 


Wa- Ea, 


Wo 
其 中 .4 A; 的 伴随 阵 ， 因 为 此 临界 点 是 通过 寻找 极 大 值 来 达 
到 的 , 所 以 $"<0， 再 由 于 哈密 顿 函数 主 部 具有 凸 性 ,， Ww>0, 这 
两 者 保证 了 所 有 ME sp(4) 都 是 实数 , 因而 2 的 Diophantine 条 
件 便 可 以 解决 小 分 母 问题 ， 余 下 的 证 明 是 和 证 明 双 曲 型 低 维 不 变 
环 面相 似 的 ， 不 同 之 处 在 于 2, 的 形状 不 像 S8 中 有 关 区 域 规则 ， 
因而 各 次 迭代 中 余 项 之 估计 略 有 不 同 , 但 没有 本 质 性 困难 . 
总 的 来 说 , 车 应 用 牛顿 迭代 法 来 证 明 本 定理 , 一 开始 相应 的 临 
界 点 总 是 只 具有 弱 坚固 性 ， 在 后 续 的 迭代 过 程 中 有 可 能 相应 的 临 
界 点 总 是 只 具有 弱 坚 固 性 ， 这 样 迄 代 一 直 可 以 在 第 一 种 状态 下 进 
行 ; 也 有 可 能 会 转移 到 具有 强 坚固 性 这 种 情况 . 由 于 这 种 转移 是 
不 可 逆 的 , 因而 这 种 迭代 方法 也 能 奏效 , 相应 的 收敛 性 证 明 就 不 在 
此 处 详 述 了 ， 
读者 可 以 发 现 , 如 果 取 临界 点 为 相应 于 $o) 的 极 小 点 , 在 一 
般 情 况 下 此 点 自然 不 同 于 极 大 点 。 直观 地 看 ， 此 点 相应 于 椭圆 型 
低 维 环 面 。 车 要 证 明 相应 的 低 维 环 面 存在 性 ， 当 这 种 临界 点 具有 
弱 坚 固 性 时 ， 其 和 迭代 过 程 与 上 面 所 述 没有 任何 区 别 。 困难 在 于 当 
临界 点 具有 强 坚 固 性 时 ，4 的 谱 是 纯 虚数 , 这 就 有 可 能 使 得 
it 2?+ 和 一 1 QI, 
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从 而 使 得 小 分 母 问 题 变 得 无 法 控制 ， 到 目前 为 止 , 著者 尚 不 知 这 
一 困难 怎样 克服 .同样 的 问题 出 现在 当 共振 关系 不 止 一 个 时 ， 在 
这 种 情况 下 ， 也 许 相应 的 屋 维 环 面 不 存在 (指定 某 一 2), 但 是 依 
著者 直观 而 言 , 在 整个 共振 层 UA, 依 相对 的 勒 贝 格 测度 , 应 有 
充分 多 的 8， 相 应 的 大 环 面 破裂 后 至 少 有 (k 十 1) 个 (n 一 上 ) 维 低 维 
环 面 存在 . 


812 光滑 性 及 无 理性 条 件 对 不 变 环 面 存在 性 的 影响 


首先 研究 光滑 性 对 不 变 环 面 存在 性 的 影响 .在 $7~§11 的 
论述 中 , 我 们 总 是 假定 哈密 顿 系统 是 实 解 析 的 。 阿 诺 尔 德 在 最 初 
证 明 任意 有 限 个 自由 度 哈 密 顿 系统 的 KAM 理论 时 就 是 这 样 假设 
的 ， 而 偶 泽 在 证 明 二 维 扭转 保 面积 映射 时 则 没有 这 样 的 假设 ， 他 
WER O 阶 可 微 性 ! 从 以 上 几 节 的 研究 可 以 看 出 ， 实 解析 性 在 
证 明 中 的 作用 是 重大 的 : 由 于 解析 性 , 关于 函数 导数 上 界 的 估计 可 
以 利用 柯 西方 法 由 函数 上 界 得 到 ， 而 这 一 系列 上 界 的 估计 直接 关 
系 到 牛顿 迭代 的 收敛 性 . 

在 莫 泽 的 工作 之 后 M. Herman MH. Rüssman 等 人 做 了 
十 分 细致 的 工作 520,5223 (493,060, 将 0988 阶 可 微 性 大 大 降低 . 对 二 
维 扭转 映射 而 言 ，03+*(8>0) 是 为 保证 不 变 曲 线 存在 性 所 需 的 最 
TRA HE ERO OM FE Rat AE ROAR, D. 
Salamon #1 E. Zehnder 证 明 对 于 具有 柯 尔 莫 哥 洛 夫 非 退化 的 系 
统 ， 如 果 wE R" 满足 Diophantine 条 件 ， 近 可 积 哈 密 顿 系统 只 要 
具有 O80, w>n—-1) 可 微 性 ， 则 相应 于 旋转 向 量 w 的 不 
变 环 面 在 小 扰动 之 下 依然 存在 ， 关 于 此 结果 的 严格 数学 表述 形 
A, 读者 可 参见 [52] 。 这 一 结果 的 证 明基 本 思路 和 证 明 实 解析 哈 
密 顿 系统 的 KAM 理论 基本 相同 , 所 不 同 者 在 于 为 了 得 到 每 一 步 变 
换 的 估计 , 可 微 系 统 首先 得 由 一 个 实 解析 系统 近似 表示 , 这 两 者 之 
差 是 不 可 积 项 的 高 阶 小 量 , 而 对 于 此 实 解析 系统 , 证 明 实 解析 系统 


99 


相应 结论 的 方法 可 以 应 用 ， 这 种 逼近 对 每 一 步 迭 代 都 要 进行 ， 这 
种 解析 平滑 技巧 是 由 莫 泽 发 明 的 ， 它 根据 一 个 事实 ， 霍 尔 德尔 
(O. H6lder) 空 间 的 逼近 性 质 可 以 由 解析 函数 来 刻画 。 稍为 详 
细 一 点 地 说 , 也 就 是 对 于 1=k+jp, k EEEN, 0<u<1, OR") 
表示 次 连续 可 微 函数 万 并 且 

lflo= |flat |fls,s<o0, 

lflin= sup | f(2)-# f(y) |/lo—yl*, 
ai =% 
je 一 如 < 工 
引 理工 存在 一 族 从 O°(R") DC 上 的 整 函数 空间 的 卷 积 算 

子 


Sef =r j Koy) fy)dy,  0<r<1 
HTEO AFER Aco) >0, 使 得 如 果 SER), 
对 lel <t, |Ima| <r, 

[æ Sr f(a) = E f (Rea) Ci Im a)®/Bı | 


SS 一 Jel 
<el flar, 
特别 地 , 对 于 p<7， 
lO"Srf— E8, fl <el flare, 
此 处 | + |, 是 解析 函数 在 如 下 意义 下 的 模 
\fla=sup{|f(@)|; 2EC", |Imz|<p}. 
在 实情 形 下 , 还 有 下 列 估计 
ISrf—flo<elflor™, s<! 
[Sr fle<e|flor, <h 
MRS R-LERK ABH, BURR Srf 也 是 这 些 变量 的 周 
期 函数 . 
下 面 的 引 理 是 引 理工 的 部 分 道 . 
引 理 2 Hf: POR 是 一 列 定义 在 复 域 |Im o| <y =r, 
ZEC" 0<ro<1l 上 的 实 解析 函数 所 (2) 的 极限 ,并且 有 
\fo(@) —fe-1(@) | < Ar, (jtmaj<r,) 
400 


MA JE o (RD ，s<1 不 是 整数 , 而且 
\f-fole<cA(O(L—-9)) Irr 
H O0<d=s—[s]<1, c=c(l, n)>0, 

引 理 1 和 引 理 2 的 证 明 , 可 见 [38] | [59]. 

以 上 的 结果 说 明 ， 为 了 保证 KAM HE, 对 哈密 顿 系统 的 
光滑 性 要 求 并 不 是 很 高 ， 然 而 , 光滑 性 的 要 求 是 不 是 本 质 性 的 呢 ? 
即 车 没有 相当 的 光滑 性 保证 , KAM 环 面 就 不 存在 ?对 于 二 维 扭转 
了 映射, M. Herman 证 明了 对 于 给 定 的 o 满足 Diophantine 条 
E. 如 果 原 可 积 系统 O” 光滑 ， 在 一 般 情 况 下 ,0 扰动 将 破坏 
给 定 频率 o 的 不 变 曲线 详细 证 明 可 见 名 的 第 二 章 . 这 说 明 
Ot 可 微 性 要 求 是 最 佳 的 了 ， 同 时 , 这 一 现象 也 说 明 , 莫 泽 当初 关 
于 O° 可 微 性 的 工作 是 何等 深刻 . 

现在 我 们 考虑 无 理性 条 件 对 不 变 环 面 存在 性 的 影响 . 由 KAM 
理论 ， 若 系统 具有 柯 尔 莫 哥 洛 夫 非 退化 性 ， 指 定 某 一 频率 wo， 只 
要 中 满足 Diophantine 条 件 ， 扰 动 充分 小 ， 相 应 的 不 变 环 面 就 能 
经 受 住 扰动 而 继续 存在 , 当然 相应 的 光滑 性 要 求 是 保证 满足 的 . 然 
TH, 我 们 知道 ,并 非 所 有 的 都 满足 Diophantine RH. MRA 
满足 这 一 条 件 , 也 不 一 定 就 有 共振 关系 .存在 第 三 种 可 能 性 , MYE 
转向 量 为 刘 维尔 向 量 ， 一 个 很 自然 的 问题 是 相应 于 这 些 旋 转向 量 
的 环 面 在 小 扰动 下 是 否 一 定 存在 ? 对 于 一 般 具有 任意 % 个 自由 度 
的 哈密 顿 系统 , 目前 尚 无 结论 。， 对 于 二 维 扭转 保 面积 映射 , 马 瑟 提 
出 一 个 判别 不 变 圈 存 在 性 的 充分 必要 条 件 " ， 这 一 条 件 是 根据 
变 分 原则 而 提出 的 . 

考虑 一 个 光滑 的 紧 连 通 流 形 M. 五 是 定义 在 此 流 形 上 的 可 
SRR. 设 此 函数 在 -《 上 的 两 个 不 同 点 ze 和 处 取得 最 大 值 ， 
这 时 我 们 可 以 用 一 条 道路 联接 2 与 2， 所 谓 联接 wo 与 24 的 道 
路 , 实际 上 是 一 个 连续 映射 7” [0, >M, 使 得 7(0) =a, yA) 
=o, H 联系 到 这 两 点 的 最 大 最 小 值 是 sup min A(y(é)), 其 中 
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上 界 对 取 遍 所 有 这 样 的 道路 类 得 到 .熟悉 越 山 引 理 的 读者 知道 用 
这 样 的 方法 可 以 去 寻找 相应 于 鞍点 的 A 的 临界 点 . 
现在 考虑 正 合 的 二 维 保 面 积 扭转 映射 . 它 的 提升 可 表示 成 
Rx [0, 115, (2, y)>(m, n) =f, y), 满足 关系 式 f+, y) 
=f(o,y)+(1, 0). PRADA AEH h(a, a), 使 
y= RG 2 h(a, a), 


=- ha, m4) 
Yı m T ha(w, m). 


才 转 住 条 件 因而 是 -2 党 万 >0， Jeh m BERA, ARX [0 


>R， 假 设 f 是 保 边界 的 , HM fo，0)ERx {0}, f(z, ERX 
{1}。 记 力 =myf(w, 0), f=mf@, 1)， 这 两 个 圆周 上 的 映射 都 
有 各 自 的 旋转 数 p(fo) 与 p(f) .对 于 介 于 这 两 者 之 间 的 任 一 有 
BAH ol fo)<p/a<p(fi), 我 们 取 2g, 为 双向 无 穷 序 列 a= 
te, ae, HSER" 的 集合 ， 并 对 所 有 iEZ, wug=atp, fola) < 
DaS film), WF DER yg, 定义 有 在 其 上 的 作用 量 为 


Wo) = È Alan a). 


我 们 也 用 L 表示 所 有 双向 无 穷 序列 z 的 集合 , 2 满足 条 件 fola) 
SoS film), BR, Fogo kh. ROEE 菩 满足 关系 式 
ha(mi-1, %) thala, M41) =0, Vi€Z 
称 此 元 素 为 Z 的 平衡 点 。 显然 ，2 的 平衡 点 是 映射 了 的 轨道 ， 
反之 亦 然 . 
注意 到 Wet =W, RANA MR AW KRELER oa Te 
上 的 函数 、 显然 , 4 5,o/T” 是 紧 连 通 空间 ，W 因而 在 其 上 取 
DRAM. TUER, MRW EEZ, ORR, We 
是 平衡 点 ， 因 而 也 是 了 的 9 周期 轨道 ， 我 们 称 这 种 轨道 为 
Birkhoff(p, g) 型 最 大 罗 . 设 % 是 这 样 的 点 , Ho 我 们 可 以 用 下 列 
FREL GEL va 
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(04) 4= tt 十 各。 
其 中 piotgjo 是 {pi+gj， i, jE) 中 的 最 小 正 数 .在 Z gaT” 
H, ntm 但 是 Wo.) 一 WW(2) 一 max W: =W oam 考虑 所 
有 以 z hls, 为 两 端点 的 通路 7, 沿用 上 面 的 记号 ， 
sup min Wy,aly (t))? =W p,q, mini max. 


# 
AW 5,9= Wy, qrmar = Wy,amin imax, 


现在 考虑 四 为 无 理 数 的 情形 。 可 以 证 明 , MRoR ABR, 
0(fo)<o<p( fd, 4p/qroo it, AW oa KRF—- RR, WHA 
AWe, FREY, METRO 的 不 变 圈 存 在 与 否 的 充分 必要 
条 件 是 4W = 0. 

运用 这 样 一 个 变 分 原理 (或 有 一 些 无 本 质 性 的 修改 )， 可 以 证 
WAFF 1988 年 发 表 的 结果 co)， 他 证 明 ， 如 果 四 是 有 理 数 或 刘 
维尔 数 , 存在 任意 充分 接近 可 积 的 O" 系统 , 它 不 具有 旋转 数 为 @ 
的 不 变 曲线 ， 换 名 话说, 考 患 下 列 扭转 映射 

人 g), 
pı=p+ f(r) +8lr, p) 

如 果 f(ro) 是 有 理 数 或 刘 维 尔 数 , 无 论 4>0 怎样 小 ， 总 存在 R 和 
DHE [Rl + [DO] <d, ERRE r= ro 附近 没有 旋转 数 为 
fro) 的 不 变 曲线 ， 有 一 点 应 该 注意 ,固定 这 样 的 RAD, 我 们 并 
不 知道 对 应 于 其 他 有 理 数 或 刘 维尔 数 的 不 变 圈 是 否 存 在 . 

从 KAM 定理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 Diophantine 条 件 在 证 明 
技术 上 的 重要 性 、 然 而 ， 尘 非 马 瑟 的 结果 ， 我 们 不 能 了 解 这 种 
Diophantine 条 件 是 本 质 人 性 的 , 而 绝 非 仅 是 技术 上 的 要 求 。 


8 13 APR RR KAM 理论 


顾名思义 , 这 祥 的 哈 窗 顿 系统 有 无 穷 多 自由 度 , 相应 的 运动 方 
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程 或 是 无 穷 阶 常 微 分 方程 组 或 是 偏 微 分 方程 。， 对 于 前 者 , 一 个 例 
子 便 是 具有 Frenkel-Kontorova 势 的 无 穷 粒 子 系统 ， 在 直线 
一 co<<g<< 十 co 上 有 无 限 多 个 粒子 PP。， 他 们 之 间 的 相互 作用 依照 
势 
T=7 DF Gn) +X Elng a)’, 

其 中 g 是 第 ”个 粒子 P, bis, f(g) HO” BH, 关于 4 是 “ 周 
期 (a>0)， 在 4~na 处 取 最 小 值 , g= (a+ )a 处 了 最 大 值 ， ?> 
0.%>0 是 参数 ， 这 样 一 个 系统 表示 在 具有 势 为 yf 的 外 场 下 的 一 
串 弹 筑 振子 、 如 果 用 m RAAF Pr, 的 质量 , » 表示 其 速度 ， 那 
么 相应 的 哈密 顿 最 就 是 


= Dm/2) +U =X pi/2m, +U, (18.1) 

EP pemo. MF RVE HAM TM FLASH ea HeBA 
Bin Fe L 36 g,) + Gara 200+ Gu (18.2) 
On die 27 PLn) 十 Go 一 9 十 Gn-1 


HR p= ft. ERB gro 处 (ORAM RANT REY 
衡 位 置 , 从 几何 上 讲 , RO ALAR R. WREE RM 
变量 , 在 n= 处 展开 p(4,*; 可 望 得 到 一 个 KAM 形式 的 哈密 顿 
量 . 

至 于 用 偏 微分 方程 表示 的 哈密 顿 系 统 ， 一 个 典型 的 例子 是 非 
线性 波动 方程 


Un—Uset f(v, u) =0, (13.3) 
对 于 偏 微 分 方程 , 相应 的 哈密 顿 量 一 般 是 积分 H u), A 


上 方程 具有 形式 
2 ôH 
"=a u” 
5 且 /84 是 也 关于 的 变 分 导数 , wT OE HF 
Kav 方程 , 吾 = 作 二 如 + 圭 地 -oo 这 对 应 于 方程 
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Ur + Ul, + Giger =0, 
此 处 总 扮演 了 有 限 维 哈密 顿 系统 中 J 的 角色 . 


考虑 到 §7~$ 12 中 我 们 得 到 过 有 限 自由 度 系统 中 最 大 维 不 
变 环 面 和 低 维 不 变 环 面 存在 性 等 结果 , 类 似 地 , 我 们 也 可 以 所 出 无 
限 多 自由 度 中 最 大 维和 低 维 不 变 环 面 是 否 存 在 这 样 的 问题 ， 既 然 
所 考虑 的 系统 具有 无 限 多 自由 度 ， 那 么 最 大 维 环 面 必然 是 无 限 维 
的 (如 果 存 在 ), 而 低 维 环 面 可 以 具有 无 限 维 , 也 可 以 只 是 有 限 维 , 众 
所 周知 , 有 限 维系 统 与 无 限 维系 统 其 有 若干 本 质 上 不 同 的 性 质 , 这 
种 差异 势必 影响 到 KAM 理论 是 否 对 无 限 维 哈密 顿 系统 成 立 这 样 
一 个 问题 . 本 书 并 不 试图 令 述 一 个 统一 的 无 穷 维 哈 密 顿 系统 KAM 
理论 , 而 是 只 给 出 一 个 比较 典型 的 例子 .因为 到 目前 为 止 , 相应 于 
离散 谱 的 KAM 理论 在 许多 情况 下 是 对 的 ; 而 相应 于 连续 谱 的 理论 
是 否 可 以 建立 尚 是 不 知 . 

作为 导 找 无 限 维 哈密 顿 系统 中 有 限 维 低 维 环 面 的 一 例 , 0. 
Wayne” 研究 了 如 下 系统 

Ut —Uer t+ 0(@)U(@, 让 十 eua(o, t)=0, (13.4) 
0<2<1, t>0, u(0, t)=u(1, t)=0, vE 了 2[0, 1), 
得 到 了 具有 任意 有 限 个 频率 的 拟 周期 解 ， 这 些 拟 周期 解 是 在 零 解 
附近 ， 由 于 是 寻找 零 解 附近 的 解 ，(13.4) 式 可 以 认为 是 (13.3) 式 
一 个 近似 ， 事 实 上 , 可 以 展开 f(z, 成 为 关于 忌 的 泰勒 级 数 
f(a, u) =f (w, 0)+ fulo, 0)u+0(u?) 

并 假设 f(o, 0) =0， 从 物理 意义 上 讲 ， 这 表示 在 静止 位 置 没 有 外 
力作 用 ， 仅 仅 取 w 项 作为 高 阶 近 似 是 为 了 处 理 方便 。， Wayne 处 
理 此 类 问题 的 方法 可 以 推广 到 研究 有 限 阶 的 泰勒 展开 式 ， 但 是 对 
于 任意 的 仅 是 实 解析 函 教 形式 , 这 种 技巧 是 否 能 适用 , 或 者 任意 有 
限 个 频率 的 拟 周期 解 是 否 存在 , 还 尚 不 知 . 

HEAR, Wayne 将 势 函 数 w(o) 限 制 在 L? 的 子 空间 


B= {vE Ll0, nf o(a)do=0, v(a)=0(t-a)} 


105 


B. 要 求 其 平均 值 为 0 并 不 特别 , 因为 这 可 以 通过 平移 a=0 时 
(18.4) 式 的 特征 值 来 达到 ， 要求" 是 偶 函 教 是 为 了 简化 证 明 . 不 


仅 如 此 ，， RIN PE RA LMA Le -7 


一 o 的 谱 必须 是 负 的 ， 这 样 相应 于 纯 梯 加 型 情形 。 由 于 在 一 般 情 
况 下 工 ,的 谱 在 正 半 轴 上 只 是 有 限 个 谱 点 , 那 种 情况 相应 于 双 曲 椭 
ME, 这 将 使 论证 更 复杂 ， 同 时 , 按照 有 限 维系 统 研究 的 经 验 , 这 
并 不 影响 到 低 维 环 面 的 存在 性 ， 

到 目前 为 止 , KAM 方法 似乎 只 适用 于 可 数 多 自由 度 哈密 顿 系 
统 .为 了 将 (13.4) 转 化 为 这 种 形式 , 我 们 要 考虑 斯 图 姆 - 刘 维尔 算 
T 的 特征 值 和 特征 函数 ， 边 界 条 件 自然 是 多 利克 雷 条 件 ， 在 
把 。 约 束 到 Hy EUA, 如 下 结果 成 立 : 

引 理 1 的 特征 函数 {W} 构成 LO, 1] 上 一 个 完备 的 
ERR, 特征 值 (mhor 则 构成 一 个 递减 序列 ， 并 遵循 如 下 渐 近 
估计 

Wn= nmt), n=l, 2, vr (13.5) 

令 人 惊讶 的 是 ， 任 一 具有 (13.5) 形 式 的 递减 序列 必 相 应 于 基 
一 个 Le (hilt, 2 8 表示 所 有 这 样 的 序列 , u 表示 ES 的 映射， 
由 Ty 的 谱 决定 ， 于是, 我们 有 如 下 结果 

引 理 2 we Bo MS 间 的 实 解析 同 构 . 

FALE v 到 fb 为 Ze 的 归 一 化 特征 函数 , 我 们 可 以 将 (13.4) 
的 解 wo, 1) IR 

ula, t)= gD) 0). (13.6) 
将 此 表达 式 代入 (13.4) 式 , 假设 求 和 与 求 导 次 序 可 交换 , (13.4) 式 
等 价 于 一 个 无 穷 阶 常 微分 方程 组 : 
HOS- D ORONO, warp) 
(13.7) 
C, ORR PIO, JERAR. 13.7) 0-7 RB 
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Hp, 9) =p mg) 
-E D, C", p) (18.8) 


《18.8) 是 一 个 无 穷 多 振子 系统 ,由 非 线性 项 加 以 耦合 ， 但 这 些 非 
线性 项 不 具有 所 谓 局 部 空间 分 布 性 质 ， 换 名 话说， 非 线 性 部 分 不 
能 表示 成 若干 项 的 组 合 ， 而 每 一 项 只 与 邻近 有 限 个 变量 有 关 。 到 
目前 为 止 ， 这 种 局 部 空间 分 布 性 质 是 寻找 无 穷 维 环 面 存在 性 的 必 
要 条 件 之 一 ， 这 在 下 面 将 有 叙述 . 因此 ， 对 于 (13.7) 这 样 的 系 
统 , 我 们 只 试图 寻找 具有 有 限 个 频率 的 拟 周期 解 . 

假设 我 们 希望 寻找 相应 于 jy ie 模 态 被 激发 而 其 它 模 态 
被 抑制 的 周期 解 ， 我 们 总 可 以 通过 重新 排列 特征 值 而 使 得 在 此 排 
列 下 被 激发 的 是 1, 2, …, N 模 态 ， 由 于 只 是 寻找 有 限 个 频率 的 
拟 周 期 解 , 这 样 的 重新 排列 并 不 改变 特征 值 的 浙 近 性 质 (13.5). 

由 于 已 经 限制 。 的 选取 , 使 得 D 的 谱 点 都 在 负 半 轴 ， 我 们 可 
取 所 寻找 的 拟 周期 解 的 基本 频率 接近 于 (ol oa e, on), o= 
Vim] 这 里 j=1, 2, …)， 若 没有 扰动 ， 即 s=0，(13 .多 显然 
AWANE 


ula, D = $i gn c08 + Pn) Pa Ca). 


WA= (ou +, ww)， 根 据 研究 有 限 维系 统 中 低 维 环 面 存在 性 的 
经 验 , 我 们 假设 如 下 非 共振 条 件 成 立 : 
(DD) [Rjal >| DPn +j), 
Yn€ Z*\ {0}, j>0 
(D.2) |n-Q40,|>DP(|n|-+9)-*, 
Vn€ 2*\ {0}, j>N+1 
(D.8) [ne Qt (os te,) |>DP(|n| +j, 
Wn€ Z"\{0}, j, >N +L 
DP DP 和 7 是 一 些 正常 数 . 
引进 新 的 正则 变量 定义 
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a= TJ, 008 p, p=- Vlo sin pj, j=1, 2, N 
sy- iog), 25= ss (Pitio), j>N+1 
(18.9) 
在 新 变量 (I,g, 2, z) 之 下 , 哈密 顿 量 (13.8) 形 式 上 可 以 写成 
H(I, 9;2, 2) -Sol+, Š omatt gL, pz, 2), 
(13.8) 式 中 , 无 限 和 的 收敛 性 并 不 是 很 明显 的 , 因为 这 涉及 到 这 些 
正则 变量 定义 在 什么 样 的 区 域内 才 收 敛 的 问题 . 关于 ay 的 定义 
域 的 选取 , 是 十 分 技术 性 的 , (13.5) 所 表示 的 特征 值 浙 近 性 质 以 及 
(Di~D83) 非 共振 条 件 等 因素 都 被 加 以 考虑 , 此 处 不 仔细 论述 ， 我 
们 现在 所 感 兴趣 的 是 在 工 = T, Tu Is) =I, z=3=0 附近 摄 
动 的 情况 ， 取 J= 工 -IT， 相 这 的 验 密 顿 量 就 是 


~ 3 N = - 
H(J, p; z, 2) = WAC Bod + D otz 
IAD, J, p #2), (13.10) 


可 以 证 明 , fE RAE- PRA RIES, 2, ERR. We 
此 级 数 只 含 在 二 次 或 页 高 次 项 , 一 z= 二 2 一 0 EE FTI E 
Hil; 


二 = j=1, 2,0, N 
j= T Dp; PHO OJ,’ j=l, 2, =, N 


= 一 tw 一 i 和 oe. 
Bye togy tig C j>N+1 
3 

基于 这 层 考 虑 ， 我 们 不 是 试图 通过 正则 坐标 变换 来 消除 非 线性 项 
f, 而 只 是 试图 消除 了 的 低 阶 项 。 这 样 , f 就 可 以 分 为 两 部 分 ， 一 
部 分 是 不 高 于 三 次 多 项 式 之 和 , 另 一 部 分 是 高 阶 项 。 高 阶 项 部 分 
在 采用 近 伍 等 变换 后 仍然 是 高 阶 小 量 ， 而 要 消除 不 高 于 三 次 多 项 
式 之 和 ,， 情 况 与 研究 有 限 自 由 度 哈 密 顿 系统 中 椭圆 低 维 不 变 环 硬 
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类 似 ,只 要 非 共振 关系 D2.D8 便 足 够 ， 这 样 做 的 优点 是 可 以 各 免 
要 求 太 多 的 非 共振 关系 , 即 D2、D8 中 不 只 是 一 、 两 个 ui(j>N+ 
切 而 是 任意 多 个 ， 而 且 本 问题 中 的 os(j 一 1, 2，…) 是 否 能 够 满足 
这 样 的 关系 也 是 未 知 的 . 

采用 与 证 明 有 限 自由 度 哈密 屯 系 统 中 梢 贺 型 不 变 环 面 存在 性 
相似 的 办 法 ,引进 一 系列 正则 华 标 变换 ， 由 于 所 寻找 环 面 的 维 数 
有 限 ,这 种 技术 对 余 维 数 是 否 有 限 的 依赖 程度 并 不 高 ， 在 每 一 次 
ERUR, 由 于 扰动 项 中 关于 gp 平 均 项 ， 产 生 频 率 漂移， 由 $8~ 
S 10 的 研究 , 我 们 知道 频率 漂移 对 先 代 收敛 性 的 影响 是 很 大 的 . 稍 
加 分 析 可 知 ,于 中 以 下 各 项 会 对 频率 有 影响 ， 

Ci) e Ay BEY ope BR BB, 

Gi) 关于 Lez) 二 次 项 

(il) RF PBR, 
BA = aS OR AE 

Aaro, wete 32 IEN, pp) 

+3 $ rw, yy), 
Fa TS A 
6 = SLN ys 
oorte (FF), ww 
& /1\/(_L 
HÈ o. aa 
由 此 可 得 到 KAM 3 BE — AE 
(3), -20 aw we) 
+a- gi WN, HH), 


PT T AEA I) 必须 是 可 逆 的 . 
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可 以 证 明 , 对 于 N= 1, 2, 8， 这 个 矩阵 总 是 可 造 的 ,而 对 于 N>4 
目前 只 能 证 明 去 除 一 个 零 测度 集 , 对 其 余 所 有 的 势 w KERE 
可 道 的 ， 而 且 还 有 估计 det(ZS)—cor, o RMT o. 
现在 我 们 解释 一 下 此 处 的 “测度 "是 什么 含意 ， 定 义 
—{(a, a, =) 23 (wha,)*<00}, 
ARPT, CM LATE SARE, 在 每 一 个 
分 量 上 取 高 其 分 布 


dPs(w,) = Jya dons (13.12) 


然后 取 无 穷 乘积 ， 如 果 记 乘积 测度 为 aP", 当 a> 名 MERANA 
测度 . 考虑 斯 图 姆 - 刘 维尔 算 子 LF, 一 w 对 于 oE Bo 记 其 


谱 点 为 > Js>>…。 根据 假设 内 <0 由 于 引 理 (7.1), on 有 渐 
近 形 式 


-m= (ner) + Dn). 

由 于 基本 频率 o= J] py], 下 面 的 引 理 是 有 用 的 . 

引 理 3 一 个 递增 正 序列 o) 可 以 表示 成 具有 (13.5) 形 式 
By = — On 的 充 要 条 件 是 

@,=na(1+a_), 

H {oh El, 

由 于 引 理 (7.2)，Bo MS 间 有 一 个 实 解析 同 构 . 取 上 面 定 义 
的 高 斯 概率 测度 为 我 们 所 指 的 测度 . 

i o,= (nm) (iHa), Q= (oa …aow)， 可 以 证 明 除去 一 个 相 
对 于 测度 dP 的 零 测 集 ，{w。} 总 是 满足 (D1~D3), 当然 常数 
DP, DP Fic RMF on 

根据 以 上 的 讨论 ， 可 以 预见 下 面 的 定理 成 立 ， 详 细 证 明 兄 
[54]. 

定理 1 (0. E. Wayne, 1990) 相对 于 概率 测度 而 言 ,除去 


to 


EWE, THAW BH, 总 存在 o>, 依赖 于 % 只 
要 |s|<:eo 系统 (13.8) 总 存在 周期 (入 =1) 或 拟 周 期 解 (NV>1), 其 
频率 全 满足 关系 |9 一 人 61~O(s), 而 且 解 g(t 有 渐 近 估计 


mpg) <E: aj, 

其 中 K.>0, 

定理 1 只 是 说 明了 具有 年 意 有 限 个 基本 频率 的 拟 周 期 解 的 存 
在 性 ， 随 着 的 增 大 ， 按 照 [54] 中 的 方法 ，so 就 越 小 ， 是 否 有 无 
限 个 基本 频率 的 拟 周期 解 , 尚 不 可 知 .是 否 存在 无 限 维 哈密 顿 系统 
具有 无 限 多 基本 频率 的 拟 周期 解 呢 ? L. Pustylnikov 证 明 对 具 
有 Frenkel-kontorova 势 的 振子 系统 (13.2)， 如 果 当 m 充分 大 时 
mn 充分 小 , (13 .2) 在 零 解 附近 存在 具有 无 限 多 基本 频率 的 拟 周期 
解 % 他 用 的 方法 比较 特殊 ， 将 问题 转化 为 一 系列 保 面积 映射 。 
J. Pischel 则 试图 建立 这 方面 稍 一 般 的 KAM 理论 。 他 的 思想 来 
Hi Bellissard, Fröhlich, Æ% (D. O. Spencer), Vittot 以 及 
Waynel® 0, 主要 想法 是 将 非 可 积 扰动 不 看 成 一 整 块 , 而 是 若干 
小 决 的 和 ， 每 一 个 扰动 只 是 局 限于 空间 某 一 部 分 。 他 的 出 发 点 是 
研究 任意 可 数 多 的 简 谐 振子 ， 这 些 振子 位 于 一 个 格 点 空间 4 内 . 
一 个 单独 振子 的 构 形 由 作用 - 角 变 量 px、Ix 描述 ,运动 频率 为 ww， 
LECA, 这 样 一 个 系统 的 哈密 顿 量 就 是 

N=e+ Bol,=e+<o, ID, 
相应 的 运动 方程 就 是 
g=o, İ=0, 
所 在 的 相 空间 是 
P=TxXR’, 
这 是 一 个 线性 系统 。 即使 对 于 有 限 自 由 度 系统 ， 由 88 的 讨论 ， 
给 定名 也 不 一 定 有 KAM 环 面 存在 。 但 是 ， 如 果 将 w 看 成 参数 , 在 
参数 空间 RR' 的 某 一 开 集 上 取 值 ， 可 以 考虑 对 o 是 否 有 足够 多 的 
选择 使 得 KAM 环 面 存 在 ， 这 实际 上 是 将 考虑 某 一 个 哈密 顿 系统 
au 


FEMS BIRRE RSE, 这 样 做 的 好 处 是 进行 KAM k 
代 时 可 以 简化 论证 ， 这样 一 个 系统 的 最 大 维 不 变 环 面 是 
T=T" x {0}. 

不 考虑 任意 KAM 型 的 哈密 顿 量 , 我 们 考虑 具有 下 面 特殊 形式 

的 系统 : 
H=N+P, P-5 P.. 
TE-A ARARE 4 构成 的 集 族 , P4 表示 扰动 只 发 生 在 集合 
4 上 .对 每 个 A, 可 以 赋 于 非 负 值 [4], 称 为 权 函 数 ， 它 反映 了 A 
的 规模 以 及 在 空间 4 中 的 位 置 . 假设 这 种 形式 的 扰动 之 目的 在 
于 控制 小 分 母 的 大 小 , 它 的 形式 与 有 限 维 系统 类 似 , 即 
<k, a -2 kron, 

因为 对 扰动 要 求 了 空间 结构 , 所 以 suppk=={% k10} BARR. 
我 们 要 求 卫 的 分 量 急剧 减 小 ， 以 便 估计 小 分 母 的 下 界 ， 这 不 仅 与 
% 的 模 lkl = > bl AR, 而 且 还 依赖 于 支 集 4 的 权 函 数 


k= min [A]. 


sup kEAEo 
` a 
| <k, >| > A ace’ O#kE Z4 


4 是 所 谓 逼 近 函 数 , HH. Rissman JRR]. 由 小 分 母 
的 这 种 下 界 估计 可 以 看 出 , KAM 和 迭代 对 证 明 这 种 无 限 维 不 变 环 面 
是 否 在 在， 能 否 成 功 的 关键 在 于 权 函 数 [] 的 选取 . WREKE, 
ae WVA; 如果 太 重 : 那 P4 必须 以 极 快 的 速度 减 小 ， 因 而 不 
一 些 有 物理 党 避 的 系统 ， 关 键 是 找到 一 个 恰当 的 平衡 
六 .8) 这样 的 系统 ， 目 前 还 不 能 找到 合适 的 权 函 数 []. 

读者 ; 竹 对 详细 过 程 感 兴趣 可 参见 [46] | 

上 研 帘 的 系统 均 是 相应 于 “离散 谱 > 的 情形 ， 方 程 (13.4) 相 
应 的 斯 四 旭 - 多维 尔 算 子 的 谱 均 是 离散 的 谱 点 。 相应 于 “连续 谱 ” 
的 情况 泽 祥 呢 ? 有 共有 "连续 谱 * 的 可 积 系统 有 很 多 , 最 典型 的 是 孤子 
方程 , 如 KiV HR ER-REAR PREBLE AR, PS, 
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bie BRE KAV 方程 ， 如 果 我 们 考虑 某 一 孤子 解 附近 
的 情况 , 连续 庄 问 题 就 不 可 回避 .这 时 的 连续 谱 占 据 了 整个 半 轴 . 
到 月 前 为 止 人 们 一 般 相信 KAM 理论 在 这 种 情况 下 “不 再 成 立 ” A 
为 KAM 技术 在 这 种 情况 下 似乎 不 能 应 用 了 .J. Denzler 研究 了 
正弦 - 戈 登 方 程 的 孤立 子 解 的 稳定 性 592， 他 发 现 对 于 受 扰 方程 
Ut- Uee +Sin. w=8f(u) +0(8°), 

了 是 在 w=0 附近 实 解析 的 函数 ， 孤 立 子 解 是 不 稳定 的 . 作为 定 
X, MLF UC, t) ERR, AZRE, |a|- Bt |u| 
>0; 在 时 间 上 , 关于 t 周期 ， 但是， 此 处 的 不 稳定 是 指 在 扰动 
下 没有 孤立 子 形 式 的 解 。 换 句 话说, 没有 满足 如 上 定义 的 解 ， 如 
果 不 要 求 如 上 的 定义 , 而 只 以 形状 、 动 力学 行为 近似 相同 来 作为 判 
别 标准 , 在 一 种 新 的 意义 下 孤立 子 解 是 否 具 有 稳定 性 呢 ? 这 仍然 是 
一 个 悬而未决 的 问题 。 这 个 问题 值得 我 们 下 大 气力 去 探讨 . 
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第 3 章 


BER, 随机 层 与 阿 诺 尔 德 扩散 


S14 正定 拉 格 训 日 系统 的 马 瑟 集 


第 2 章 主要 研究 了 当 可 积 系统 受到 小 扰动 以 后 不 变 环 面 的 存 
在 性 问题 . BR, 当 扰 动 足 够 大 , 这 些 不 变 环 面 一 般 都 要 破裂 . 当 不 
变 环 面 存在 时 , 在 这 些 环 面 上 哈密 顿 系统 的 流 是 拟 周期 流 . 当 这 些 
环 面 破裂 以 后 , 是 否 存在 这 样 的 拟 周期 解 呢 ? I O. Peroivalremvctas 
发 现 ,对 于 给 定 一 组 基本 频率 , 哈密 顿 系统 的 拟 周期 运动 相应 于 一 
种 变 分 原理 的 极 什 . 

为 了 叙述 这 一 原理 , 我 们 将 哈密 顿 系统 转换 为 拉 格 朗 日 系统 . 
这 一 转换 当然 是 借助 于 拉 格 朗 日 变换 , 相应 的 拉 格 朗 日 量 是 工 (g， 
们 ， 设 oE RY 是 所 要 寻找 的 拟 周期 运动 的 基本 频率 向 量 , 对 每 一 
光滑 的 函数 天 T">R, a= f0), 用 记号 

Duf=£ fito) 19 = Fo, 
BD RAS, r PAAR n BR, 这 个 环 面 是 由 参数 
方程 刻画 的 , 9 一 gs(9), 7 一 Dogs(0), Omod ET", HERA 
THAN FAVA OH, 称 为 3 的 一 个 变 分 ， 
gq= gs(0) +6g(0), r= Dsg»s(0) +D.89(9). 

BAA 


©,(2) = L(gx(9), Dugu(@))d9 (44.1) 


cour Tr 

Porcival 的 变 分 原理 是 说 : 
定理 1 光滑 环 面 是 系统 运动 的 不 变 环 面 .。 环 面 上 运动 是 

具有 基本 频率 o 的 拟 周期 流 的 充分 必要 条 件 是 2 为 泛 函 $。 的 临 


Va 


界 点 . 
证 明 注意 到 gs 和 64 关于 9 的 2m 周期 , Do 的 一 阶 变 分 是 


30, =Í.. (3200+? a 


-f (G2. En 


WR 3 了 关于 哈密 顿 流 不 变 ， LADO SUS gz(wt+0), Duga 
(ot+ 0), 根据 拉 格 朗 日 方程 SG 一 0, DO. 的 临界 点 ， 反 过 


来 WR 30.0, BA Dae 一 -3 一 0， 因而 gaoi 二 6)、.Dogs 


(ot 十 0) 是 系统 的 拟 周期 解 . 

定理 工 指出 ， 如 果 有 光滑 不 变 环 面 3， 则 它 必 是 Do WER, 
但 对 于 一 般 不 可 积 系统 , 在 一 般 情况 下 , 不 存在 这 样 的 光滑 不 变 环 
面 ， 这 时 , WRZE B。 仍然 有 临界 点 ,那么 这 样 的 临界 点 对 应 着 
什么 呢 ? 按 照 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 的 名 言 “任何 一 个 变 分 问题 都 
有 人 解 ， 只 要 这 个 解 ' 被 恰当 地 加 以 理解 ” 对 于 Do 的 变 分 问题 ， 
现在 这 个 “ 解 “ 在 部 分 情况 下 已 经 被 较 好 地 理解 ， 即 当 拉 格 朗 日 量 
关于 4 是 正定 的 时 候 ， 这 个 “ 解 > 称 为 马 瑟 集 (BB [28], [81] 和 
Aubry[4]), 对 于 任意 有 限 个 自由 度 系统 ， 我 们 仅 知道 这 相应 于 
一 个 不 变 测 度 . 而 对 于 两 自由 度 系 统 ， 我 们 对 这 个 不 变 测度 的 结 
构 了 解 得 更 为 清楚 ， 一 般 称 为 康 托 环 面 (Percival 语 )。 这 实际 上 
通过 将 一 个 标准 二 维 环 面 上 的 碌 托 集 嵌 入 到 相 空 间 而 得 到 的 不 变 
集 ， 在 此 不 变 集 上 ,系统 的 运动 自然 是 具有 指定 频率 o 的 拟 周期 
运动 . 

康 托 环 面 的 发 现 , 是 较 早 的 事 . 分 别 由 S. Aubry MARSA 
独立 地 在 十 余年 之 前 发 现 . 而 且 证 明 途 径 也 很 不 相同 ， 这 里 用 马 
巷 的 变 分 方法 去 证 明 这 一 结果 . 沿 着 这 一 途 和 名， 马 瑟 又 证 明了 任 
意 有 限 自由 度 系统 马 瑟 集 的 存在 性 . 

马 瑟 的 出 发 点 是 考虑 一 个 圆 环 域 上 的 保 面 积 扭转 映射 卫 这 
样 -个 映射 相应 于 二 自由 度 自治 哈密 夸 系 统 . 
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为 方便 起 见 , 我 们 考点 圆 环 域 的 通 有 覆盖 4. 取 4={( y€ 
R3 0<y<l}, 了 是 4->4 的 平移 人 T(z, y)=(ti, y). RSE 
保 面积 、 保 定向 、 保 边界 的 微分 同 胚 , 并 与 卫 可 交换 ( 即 JT=77)， 
了 要 求 单调 扭转 , 这 相当 于 只 要 y>2 BA fe, yi>f@, z). 这 
里 下 标 “1” 表 示 第 一 分 量 , 即 若 p= w, EA 则 pi 一 wm。 用 这 种 
记号 , 保 边界 便 意 味 f(a, 0) =(f(@, 0), 0), f(a, D=(f@, 1), 
1), 

WHh=flas, i=0, 1, RB={(, o)ER*: fo(w)<o'< 
FiQo)}. HUE E, MAE (@, a) EB, 存在 唯一 4 一 g(o, w) 
ELO, 1], y’=9'(@, a’) E [0, 1], E flo, y)= w, 9’). 函数 
g Hig BRE B LW EA BH, gt, +1) = gw, 2), 
og (@+1, +1) =9'(a, a), 

对 任何 ROR AVIA A E4 A(@4+1)=h(@) +1, 我 们 可 以 认 
为 是 一 个 圆周 上 同 胚 自 映 射 的 提升 .定义 


p(h) = lm 加 r), 


noto 


许 加 莱 的 一 定理 指出 这 种 定义 与 4 pane 因而 p 称 为 旋转 
数 . 

定理 2( 马 瑟 , 1982) HEM o(fo)<o<p( fi), FEAR 
然 射 (不 一 定 连 丝 )8: ROR, 使 得 (t+1) =p) +, 

FOE), ni) = (Hite), n(t+o)), (14.2) 

HP y(t) =9( OO), O¢+e)). MR tS HEA, WA ito, 
t-o BERERA Ro RAR p ET RALRARE 
值 函 数 . 

(14.2) RE (P(E), 10) ERRERA S* 到 圆 环 域 的 映 
射 ， 此 映射 次 O 上 旋转 数 为 w Alik, BER BRA ($, n) (S17) 上 


ESAERA. WR o 是 有 理 数 ， ot: FEAR AEE (m, y), 
使 得 六 (2, y)= (w-Fp, y), WEG ABA. RARER 
M16 


不 动 点 定理 的 一 全 推论 . 如 果 o ELAR, 记 MY, XOG), nf) 
的 所 有 连续 点 构成 集合 的 闭 包 ， 因 为 由 是 保 序 的 ， 所 以 不 连续 点 
至 多 可 数 个 . 因此 M, 是 一 个 所 有 左 极限 ($(t_-), m(t-)) 和 右 极 
REE), m(#4)) 的 并 构成 的 . 记 3,= 民 ,/T， 如 果 o ER, Z 
显然 同 胚 于 S, RN SEEREN, WE FWHM A/T H 
RES NEES, Fla. AIRTER o 的 刚体 旋转 ， 如 果 
ERER, D 是 一 个 康 托 集 ， 自 然 关于 不 变 ， 了 |s, HEPES 
FRANH >ot, 

如 上 所 述 ， 定 理 2 的 证 明 是 通过 寻找 某 个 泛 函 的 临界 点 而 完 
成 的 ， 证 明 的 第 一 步 自然 是 构造 合适 的 泛 函 . 

下 了 了 。 表示 这 样 的 集合 ， 其 中 的 元 素 B，R->R 具有 如 下 性 
Ki: BRE, WHo>y 则 9(2) >p); (t+1= $ +1); 
Lib) <d(t-+o)<fi(P()); 6 EARN $(-) = SE). Xu 
AV ohER, MSE Xo MH t>0 Ht pE) 而 当 i<9 时 
$(t)<0, 

既然 了 是 保 面积 的 ， 那 么 yda 一 yda'=g(o, a!)da—g'(a, 0") 
do’ Jz B LW ER, 因而 存在 如 上 的 0' 函数 A(@, o), W 


Ah(a, d)= glv, a)da—g(@, ayia’, (14.8) 
WE $EY。 定义 泛 本 
Fop) = | AOG), Btto)) (14.4) 


将 (14.4) 与 (14.3) 相 比较 ， 很 自然 的 事 是 弄 清 什么 是 (14.4) 具 有 
的 拉 格 朗 日 方程 . 
引 理 1 Hab, 4<5. 了。 的 一 个 元 素 办 关于 s a< 


s<b 上 0 连 统 ,并 且 (4)、 Ph, @)fea<s<b, IER E-A 
AR, 且 可 测 , 那么 


å p =[ V$, bat 14.5 
É Fol) lmo= | VG, DOMME, (14.5) 
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其 中 大 四 = 2), bdo, b= 40, V$, 1-2 HG, a) + 
he, 2')], 2-$6-0), a= GW), =o), 


证 明 根据 所 给 条 件 , 由 泰勒 公式 ， 
Folha) — Pog) 
S 


4 
=f Si [E bat), buatta) gusl) 
+2 (bust), dun(t+o) dun (tte) ]dudt. 
既然 IE 、 在 也 上 一 致 连续 ,9/98.0:$/99 一 致 界 ， 可 以 
在 积分 号 内 取 极限 ， 让 4s->0, 这 时 有 


F Fale) o f[ ZOO, $6+0))8@ 
+26, 6¢+0))b¢+e) fat 
-rg, Dé)at. 


根据 引 理 寺 可 以 看 出 , 如 果 . 了 。($) 有 临界 点 ， 相 应 的 拉 格 朗 
日 方程 将 是 
V (¢, #) =0. WER (14.6) 
在 这 种 情况 下 ，(14.2) 式 很 容易 从 这 个 拉 格 朗 日 方程 得 到 ， 实 际 
上 , RHE N14. RAV ($, HHR, RNA 
V ($, t)=—9'@, a) +9(@, v’). (14.7) 
H tto RFs H (14.6) ATT 
g ptt), P(t+20))=9' (P(t), $ito)). 
RE n 的 定义 ,上 式 说 明 
nto) =g (P(t), $ito)), 
且 
FPG), nb) =(P), n(é+e)). 
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因此 , 一 旦 能 证 明 Fo Yo ERBRAM, FFARR 
方程 成 立 , 我 们 就 完成 了 定理 2 的 证 明 . 

为 完成 这 一 证 明 , 首先 要 在 了 Y。 上 定义 上 度量， 了 。 关 于 此 度量 
连续 ， 然 后 证 明 对 任意 o 使 得 oS), Xo HAES. 
再 证 明 根 据 了。 上 定义 的 度量 , Xo 是 紧 集 ， 因 而 卫 。 在 和 。 上 取 
IRKA. ELFE Te: ROR, T,(w) =o+0, 可 以 证 明 Fo RF 
平移 不 变 , 而 且 对 任意 SCY... WE OER 使 得 TEX o 因此 一 
APL EG MBB X. HORAK, Fo 在 少 处 也 取 到 在 了 。 上 
的 最 大 值 ， 这 一 性 质 可 以 用 来 证 明 最 大 值 处 有 相应 的 拉 格 朗 日 方 
程 (14.6). 

首先 定义 了 。 上 的 度量 ， 对 任何 弱 保 序 映 射 p: RR, EX 
其 图 为 

graph$={(%, y) ER? $2-)<y< p01)), 
如 果 册 是 另 一 个 这 样 的 映射 , 定义 
d($, p)=max{ supinf|é—nl, supinf|é—n|}, 

(14.8) 
其 中 Wid graphy, M é MON grapho, |e | 表示 欧 几 里 德 空间 
R 上 的 度量 ， 当 然 ， 这 有 可 能 取 无 穷 ， 如 果 将 graph graphy 
ARR 中 的 两 个 集合 , (14.8) 式 实际 上 是 这 两 个 集合 的 豪 斯 多 夫 
IEN. BRA dlha, $o)<d(di, pa) +d (do, ps). 

MR PCX WCO, 0) 和 (1, 1) E grapho, +1) =p) + 
1, 因此 , MRA PEX., dlh, PAHI48)REY, BAER 
需 取 遍 [0，1]2n graphy, n Huw (0, 1)*A graphy BW, BFL, 
Hh pe Xe, dd, p<, 

显然 , 对 任意 GER, a($To, d)<a, MEM PEY., 只 要 取 
a=sup¢*(—, 0), dT.EC Xo. 从 三 角 不 等 式 可 以 得 到 ， 对 
EP。, dy, p)<o, ATREd 确实 是 一 个 距离 , 我 们 只 需 
证 明 如 车 4($, p)=0 HA $=, 而 这 一 点 由 $EY。 是 左 连续 这 
点 性 质 来 保证 。 

119 


FH BE FY OR 关于 距离 (14.8) 连 续 ， 为 此 ,到 
M= sup max{1, lg(o, 2')|, lg'(@, 2) |}. 
根据 g 和 的 定义 , BRA 
g@+1, 2'+1)=g(%, a’), g' (2+1, o'+1)=g'(a, 2). 
(14.9) 
因此 及 < 根据 卫 的 定义 和 中 值 定理 ,由 于 妆 一 g, Bg, 
OREO 
<M[(1$@-$@|+16¢-+0) -pito | a. 
(14.10) 
HO<e<1, M ò= BEG, <d, REN | Fa) 
一 了 (内 1<e 注意 到 d( H< HEF = S41, 
HE+1) —GO)+1, 办 和 由 均 是 单调 增 的 ， 容 易 推出 对 所 有 1ER 
BAISO 一 由 (D1< 了 05 <2. WH, HFA, 内 <5， 如 果 
POPOH 


PEHD $6) + (14.11) 
T 4YO<62 — zir 时 ,有 

$G- <P -T (14.12) 
对 于 oaER, Mafie ia, att): IPO-WOI> ze} = 


{t€ (a, 0+1); (14.11) 式 成 立 }; m= {tE (a, +1); (14.12) Km 
SE}, 显然, TC og LI ma 


WER Ca, p Æl 计 避 上 的 变 差 大 于 OO. MF $ 
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dg 1 


Ena, a!1) 上 的 总 变 差 小 于 1 BA KEW ô= Ti 的 区 间 


RAR oy mam OAL ] +T< TL 个 , 便 可 做 到 , 因此 ,mt 的 


TBE pCa) < TÈ cir 同样, we < 


100% “所 以 


UT) pm) + (ora) <a 50H- 
EFIE) -y0 (<2 总 是 成 立 的 , TH FE 0, 1)\e, WR 
tE (w, wm 十 1)\wo BY, AA lG) — WOIT 所 以 由 (14.10) 
可 得 
(Ee) -FoI <M ( 2 (eo) Heula) + Pe) <e. 


现在 考虑 了。 中 的 子 集 Xo. 天。 非 空 的 充 要 条 件 是 p( 有 )< 
w<p(fi), 
首先 证 明 必 要 性 ， 设 $EY。 对 任意 自然 数 mw MEY. 的 
HEM, FOO) <$E+ne) <fi¢@). Alt, 
lim £ ge) TEW) Stim 由 na) <lim FG FEO) | 


no na no 


这 相当 于 
pl(f)<o<p(f). 

MR X. 非 空 ,了 。 自然 非 空 , 从 而 必要 性 得 证 . 

然后 证 明 充 分 性 ， 对 sE [0, 1], 构造 ge: ROR 使 

g(t) =sfi(t) + (1—s)fo(s). 

显然 ,gs 是 民 EHRE, HH g 0+1) =g) +1, EF gs I fa M 
天 的 线性 内 插 ，p(gs) 关 于 3 为 单调 不 减 的 函数 ， 至 少 存在 s0E 
[0, 让 使 得 p(gso)=w, AX Plo) =e(fo)<o<p(fi) = pig). 18 
9-9. 9: R/Z->R/Z 是 9 在 3 上 导出 的 同 胚 . 

HF o 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ， 构 造 EX. 的 方法 有 所 不 同 。 


如 果 w 是 有 理 数 ， ant, pad 互 素 。 庞 加 莱 的 一 个 定理 说 明 


121 


7 的 周期 点 集 卫 非 空 ， 记 只 ->R/Z 的 投影 为 m, Peo P, RN 
定义 $(0) 取 值 为 了 中 最 大 的 非 正 元 素 。， 任意 4E 展 总 可 以 党 示 


成 为 tm (时 )+mtn Hot nmEZ, —t<r<0, 定义 


pE) =g"(P(0)) +m, 
这 定义 说 明示 分 段 常 值 且 左 连续 ， 由 于 $(0) EP,，g'($(0)) = 


98(0) +2, 因此 罗 的 定义 是 恰当 的 。 借助 于 事实 p(g) =F, 可 以 


证 明 岂 是 能 保 序 的 ， 用 反 证 法 .如 果 必 2)+m>ww (2) + w, 


1E g"(b(0)) -+m<g” ($(0)) +m’, BA g (G(0)) <m’—m, 如 
Rnw, 有 


mam 一色 
PO) < <T 
TMR n<n’ 则 


t 
m Ms Bs 


> A 
总 是 矛盾 , AT BORA, AAY 由 单调 增 ,又 根据 定义 $(0) < 
9, 所 以 , Bt<0, AAPO MHF G00) P 中 最 大 的 非 
正 元 素 ， BU, A >ON SC) >0, BEM > WHHL & D. 
由 定义 AHO) = (2) 所 以 fg)<$(t+2) < 
AOH). RW EX, 

UR o GMM, RNA, WNR R Be 
R/Z>R/Z, $848 ug(0) =u(9)+ w(mod1, OE R/Z), Hg, 
R/Z->R/Z 是 由 9 投影 产 生 的 ， 记 名 是 的 一 个 提升 ， 即 wj 一 
um， 这 样 的 提升 自然 不 唯一 , 但 我 们 通过 置 (0) 0 KHE GB 
RT RRM, EX PO inf), SOM Me MM 
增 ， 由 于 degu=1, RNA U(t+1) = a(t) +1, 641) =9(¢)+ 
1, 根据 定义 不 难得 到 ($U ) 一 区 (十 o)， 所 以 

PANIE) =o) < fi). 
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MRS EO, IP 中 的 闭 子 集 ， 史 是 豪 斯 多 夫 度 量 ， 那 么 
(S, Gd) 是 紧 的 映射 dG>eraph PN [0, 1# Xo ERA S AE 
为 其 闭 子 集 , 因此 X. ERR. ERX ERE, Fa 连续 ， 那 么 
了 了 。 在 羡 。 上 能 取 到 其 在 对 。 上 的 上 确 界 ， 如 果 能 够 证 明 也 。 关 于 
平移 不 变 , 那么 Fo 就 可 以 在 Xo ERIE Yo LORK, 

由 (14.9) 式 可 知 h(w 十 #4, w' 十 1) 一 大 oo) 是 常数 0， 


O= | oo odo (a, of do. 


AF y EB PEL, 2 ) 与 (2 十 二 wo 十 蕊 的 任意 一 条 道路 ， 取 
V HER (a, 0) w, fo(m) MAR, y 是 曲线 {( fo(t)): oi 
oti}, Ys 是 连接 (w 十 I，w' 十 与 (w 十 I， 及 (%) 十 1) 的 直线 ， 注 
意 到 在 ys 上 积分 号 下 的 -形式 恒 为 0O， 因 此 0=0， 即 (w+1， 
w' 十 1) =h(w, w)， 由 此 关系 式 以 及 (i+1)=$(# 十 1), TA Fu 
关于 平移 不 变 . 
根据 上 面 的 讨论 ， 我 们 知道 存在 PS CXCYo, Fo H QAE 
取得 极 大 值 ， 现 在 所 要 解决 的 问题 是 证 明 8* 满足 拉 格 朗 日 方程 
(14.6), 与 普通 变 分 原理 不 同 , 此 处 这 一 点 并 不 显然 ， 这 是 由 了 。 
上 的 函数 类 性 质 决定 的 ,为 了 达到 此 项 目的 ， 我 们 首先 要 弄 清 o 
应 该 有 什么 性 质 . 
考虑 如 下 关系 式 ; 
$@)=folp(t—w)), P(t-+wo)>folP(t)) (14.18) 
P< p-o), Pt+o)=filG()) (14.14) 
P> fo(P(t-w)), Pto) =fo(P(t)), (14.15) 
pa) = fil b(t-@)), PE+o)<fild@). (14.16) 
引 理 & WIR (14.13) R(14.14) Ma, WV (Pd, t)>0, 如 果 
(14.15) ak (14.16) maz, WIV ($, #)<0, 
证 明 根据 g My HEY, 可知 
2' = fo(a) g(a, 2) =0699'(@, 2’) =9, 
o'=f1(a) g(a, v) =169' (v, vo’) =1, 
123 


HV, 如 的 定义 ， 以 上 这 些 恒 等 关系 以 及 0<g(2, 2’)<1, 0< 
g(a, 2') <1, 立即 可 得 引 理 的 结论 . 

由 引 理 2 可 以 想象 , 如 果 这 些 关 系 中 有 一 个 为 真 ， 则 Fo 不 可 
能 在 由 处 取 到 最 大 值 . 但 证 明 这 一 点 要 借助 于 三 个 单 参数 函数 译 
的 构造 . 

固定 OCR, $E Yo 单 参数 函数 族 po pe 和 ,的 构造 依赖 于 
选取 一 O° 函数 p: R/Z->[0, 1]. 设 p 在 (如 ) 附 近 恒 等 于 上， 取 
Ws: ROR 2—-KAD AB, 参数 SER, u, 光滑 依赖 于 ER, tER 


并 使 得 wo= ic, > (1) — pare). WATER TEE HE 


决定 了 这 样 的 单 参数 族 的 存在 与 唯一 性 . 

定义 加 一 ug， 对 于 1s| 充 分 小 , $, 不 一 定 属于 了 。, 但 是 如 果 
对 a<s<6( 这 里 a<0<5, 6<<5) 有 加 EY,， 引 理 1 中 的 条 件 成 
立 ， 根 据 (14.5) 式 ， 


Pg)|, ,= [VG Depa (14.17) 


H t= sup} (Ho) +4), 定义 
na) { u(t), 如 果 存在 nEZ, tot n<t<h+n 
P(t), 其 他 情况 ， 
RO {9 如 果 存 在 nEZ, totn<t<h+n, 
uid), 其 他 情况 . 
同样 , 对 于 |s| 充 分 小 , 以 上 定义 的 加 和 ,也 不 一 定 在 了 。 中 ， 但 
是 一 旦 对 二 a<s<0b( 其 中 ec<0<b, a<b), 引 理 1 中 的 假设 也 成 
立 ， 于是， 


2. Folha) |» -[7 ($, pnp ads, (14.18) 
E RED) ,=f VE, Domdat, (14.19) 


现在 我 们 可 以 证 明 , 车 在 =io 处 (14.18)~(14.16) 中 有 一 个 
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关系 式 成 立 ， 并 且 j= 如 ，i 一 如 一 @ M teito WEG HERA, 
则 了 。 不 在 中 处 到 最 大 值 . 

BK =pli). RE p 的 支 集 在 mg%(i) 的 一 个 充分 小 的 区 
间 内 , 对 s>0, PEY oR s<0|s| HAD), REILINAAM 


引 理 2， -T PaA) >0( 或 小 于 0)， MR (14.18) aR (14.14) 


RH t= to 成 立 (14.15) 式 或 (14.16) 式 成 立 ). 因 此 ,了 了 在 罗 处 不 取 
最 大 值 . 

WER totp Elo), $B- 直 (to) 是 一 个 区 间 ， 记 a 和 分 别 为 
这 个 区 间 的 两 个 端点 , w<B， 当 j= 如 时， 如 果 (14.19) 或 (14.14) 
式 成 立 , 那么 对 tE [to, B) 亦 成 立 ， 而 且 在 (a, BAVC, DEE 
t 的 单调 增 函 数 (这 是 由 于 gw, w) oa 的 单调 增 函 数 而 9(w， 
df) 是 关于 “单调 减 函数 )， 取 P 其 支 集 在 'zg(to) 的 一 个 充分 小 的 
领域 内 , 对 s>0 充分 小 , 按 上 法 构造 的 小 EY 了 。, 由 (14.18) 式 以 及 


als 2, E Poh) >0， 所 以 ,了 。 在 $ 一 各 处 不 取 最 大 值 。 


如 时 (14.15) 或 (14.16) 式 成 立 , 证 明 方 法 和 上 面 类 似 , 所 不 同 者 只 
ERAN éo AEE po 而 且 是 对 s<0, 绝对 值 充分 小 ， 这 样 可 以 


ME PENO RAL Fa 在 $= 名 处 不 到 最 大 入， 


设 了。 在 上 处 取 最 大 信 ， 在 做 了 以 上 的 准备 工作 之 后 ， 现 在 
WWE WY t-o t Mt+o 是 四 $ 的 连续 点 时 (14.6) 式 确实 成 立 . 
由 于 风 的 不 连续 点 只 有 可 数 多 个 ， 而 且 扩 (%, EER, 所 以 对 
HER CER KHA V (4, t)=0. 

我 们 已 经 知道 (14.13) ~ (14.16) RBA RIL, RAP) = 
fob (to) plito) = fop) UR PE) = fpa- apto) 
= 4$(t)， 如 有 取 这 其 中 有 一 个 等 价 关系 成 立 , WERE VG, t= 
0. 

因此 , 只 需要 考虑 这 样 的 情况 :多 在 如 一 .加 Fil fot o SEH, 
I$ A fob(to—w) < Elto) < fip loa), foplio) <te) < 

«25 


FPE) MB tSp Et), W oH ah (to) HFSS ABI FF SL 
集 , Mel HAD PCY BER Fo 在 处 取 最 大 值 ， 


4 rg, =0. 


EFV ($, DE t= to 处 连续 , POHE to SEES, to PD (to) 加 
之 p 有 相当 程度 的 任意 性 ， 


fV bemtgGat-o 


BAH V ($, 如 ) =0.， 如 果 加 关 罗 1 的 (to)， 风 (如 ) 是 一 个 区 间 . 
仍旧 用 a<B 表示 此 区 间 的 两 端点 ， 在 (a, B) EVO, t) BRE 
t 的 增 函 数 ， 如 同上 面 的 论证 一 样 ， 取 p 的 支 集 在 w(to) 的 充分 
SRRA, FE PEY, 在 3250 充分 小 时 成 立 ，&,E 了 ,在 s<0， 
绝对 值 充分 小 时 成 立 ， 因 此 (14.18)、(14.19) 成 立 ， 既然 了 了。 在 
P=Fo= po 处 取 最 大 值 , 因此 


d 
F Falh) |, <0 
d | 
Polé) ao >0, 
考虑 到 在 (a, B) LV (o, t)i t 的 增 函 数 , (14.18) BIH ($, to) 
<0, 而 (14.19) 式 则 说 明 矿 (4%， to) >0, PLV ($, to) =0, 

设 风 在; 处 连续 .注意 到 六 AF t ARM, V ($, DST, 
#_)， 上 式 成 为 等 式 的 充分 必要 条 件 因而 是 上 在 1 一 以 及 t+ 处 
连续 ， 由 于 消 是 寻找 到 的 解 ， 所 以 (14.2) 式 成 立 ， 这 等 价 于 
Vd, )=0, 这 说 明 上 式 应 该 是 等 式 , 即 卡 在 1 一 w Mitte 处 均 
连续 . 

从 以 上 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , 如 果 由 在 区 间 (a,，B) 上 取 常 数 ， 
那么 六 (9, 在 此 区 域 上 单调 增 ， 而 了 (4$, 芒 取 常 值 的 充 要 条 件 
是 由 在 (ca 一 o,， B—o)A(ato, Bro) LERB. HAV ($, t) 
=0, 所 以 几 在 (xc 一 o, 8 一 o) 和 (a+a, B+@) 上 也 是 常数 .注意 到 
$(#+1) = P(t) +1, 重复 以 上 论证 ， 不 难得 知 在 (ac 二 mw 十 m，B 十 
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hotm) tp REL (mn, m EZ). ho kABB, BU 
PERDR LRM AMEH) 一 $(#) 十 1 矛盾 , Wik db EE 
何 区 间 上 都 不 是 常数 ， 这 样 , 我 们 就 完成 了 定理 2 的 证 明 . 

由 以 上 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , 不 同 于 通常 的 变 分 原理 ,为 了 得 
到 拉 格 朗 日 方程 , 我 们 并 不 能 笼统 地 构造 一 单 参 数 族 , 当 泛 函 的 导 
数 限 制 在 此 单 参数 族 上 ， 由 于 此 单 参 数 族 函数 的 相当 任意 性 而 得 
到 拉 格 朗 日 方程 。 MRP 是 定义 在 严格 单调 、 并 且 fE) < 
pito) <fi(b(t) ) RA-TS E, 那么 这 一 部 分 的 论证 和 通常 
的 变 分 方法 并 无 多 大 差别 ， 当 然 这 会 引起 其 他 问题 . 

我 们 知道 , 当 哈 密 顿 系统 不 是 近 可 积 时 , 在 一 般 情况 下 不 变 环 
面 是 不 存在 的 , 与 之 相对 应 的 马 瑟 集 就 不 是 不 变 圈 , 而 只 是 康 托 环 
面 ， 按 照 马 瑟 的 这 种 变 分 原理 ， 相 应 的 极 小 化 子 9 是 一 个 不 连续 
函数 ， 对 于 这 种 不 连续 函数 , WHET. K. Moser) 设 计 了 一 种 逼近 
方法 ， 通 过 在 泛 函 中 加 入 所 谓 “ 粘 性 项 ”来 得 到 具有 光滑 性 的 极 小 
化 子 ， 而 这 一 系列 极 小 化 子 逐 点 收敛 于 原 有 系统 的 极 小 化 子 ， 这 
个 泛 函 是 


Pz =f {—ologue+h(u(o), u(O+«)) }40, 


定义 在 空间 X= {u=u), ÆR EBB, u(O+1) =u) +1} E. 
这 个 泛 函 的 拉 格 朗 日 方程 看 上 去 更 复杂 一 些 , 是 微分 差分 方程 , 因 
而 这 种 提 法 看 上 去 使 问题 更 复杂 . 但 是 这 样 得 到 的 极 小 化 子 总 是 
一 个 微分 同 胚 ， 相 应 的 映射 p 的 积分 G 总 是 光滑 的 ， 有 一 点 应 
BER, Ps(v>>0) 并 不 对 应 于 保 面积 映射 , 光滑 积分 G" 在 弱 意 义 
下 收敛 于 一 个 显然 不 光滑 的 积分 ， 详 细 论 证 可 参见 [40] 、[41]. 
以 上 我 们 研究 了 保 面积 扭转 映射 ， 相 应 的 马 瑟 集 有 很 清楚 的 
几何 结构 图 象 , 这 在 本 质 上 和 圆周 上 的 同 胚 的 性 质 有 极 大 的 关系 . 
根据 Denjoy 理论 , 圆周 上 的 同 胚 如 果 具 有 0? 光滑 性 ， 而 且 其 旋 
转 数 是 无 理 数 , 那么 这 个 同 胚 一 定 拓扑 共 顽 于 一 个 刚体 旋转 , 若 此 
HEDRA O 连续 性 , 则 只 能 是 拓扑 半 共 元 于 这 样 的 旋转 ， 具 有 
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这 种 旋转 性 质 的 集合 是 一 个 康 托 集 , EM MT RN OE BR, 
这 种 理论 能 够 成 功 建立 的 一 个 关键 是 在 直线 上 可 以 建立 全 序 关 
系 , 这 在 高 维 空间 是 不 可 能 的 ， 例 如 ， 对 一 个 T? ER Anosov ii 
胚 是 不 可 能 建立 旋转 向 量 的 概念 的 . 

在 得 到 保 面积 扭转 映射 的 马 瑟 集 以 后 人 们 自然 要 问 对 任意 有 
限 个 自由 度 的 哈密 顿 系统 是 否 存在 这 样 的 集合 呢 ? 当 然 , 这 种 集合 
的 定义 需要 明确 ， 考 虑 到 上 面 的 论述 ， 初 看 上 去 很 难 期 望 任意 有 
限 自 由 度 系统 中 能 存在 象 扭 转 映 射 系 统 中 所 显示 的 马 瑟 集 那样 明 
晰 的 结构 ， 按 照 马 硬 的 说 法 ， 研 究 m 个 自由 度 险 密 顿 系统 中 马 瑟 
集 的 问题 的 主要 困难 是 找到 合适 的 提 法 9. 

为 了 找到 高 维 情况 下 马 湛 集 的 合适 提 法 ， 我 们 引进 最 小 测度 
的 概念 。 记 31 为 一 紧 致 连通 O 流 形 ，TM 是 它 的 切 从 ， 我 们 所 
感 兴趣 的 一 般 是 M K n- HT, L TMX ROR 是 0? BH, 称 为 拉 
格 朗 日 量 ， 为 了 得 到 马 瑟 集 的 存在 性 ， 对 工 要 求 满足 如 下 条 件 ， 

1. 周期 性 . 工 关于 + AAR, 


LCE, t1) LE, t) EETM, iER 
2. 正定 性 .在 TM 的 每 一 根 纤维 上 ， 即 固定 mE 用 , 工 关于 
切 向 量 的 Hessian 和 矩阵 具有 正定 性 ; 
3. 超 线性 增长 性 . 
im LED 4 60 
jim 四 | 十 co， VEETM, (ER 


这 里 | * | 表示 相应 于 M ERS RB, 
4， 完 全 性 ， 由 变 分 问题 


a | Beri), t)dt=0 
决定 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 向 量 场 
BA Bz, 由 Er 决定 的 任何 一 根 积 分 曲线 7， 民 一 MM 都 以 民 的 全 
部 作为 其 定义 域 . 
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由 于 工 关 于 i 有 + 周期 性 ， 我 们 可 以 在 TMx (R/Z) 上 引进 
一 个 与 时 间 无 关 的 向 量 场 Es 


BME, 0)=(B.¢, i), 2) (9=t, mod 1). 


根据 里 斯 (F. Riesz) RM EH, 一 个 紧 致 度量 空间 X 上 的 所 
有 波 莱 尔 概率 测度 构成 的 集合 是 也 上 的 连续 函数 空间 0O( 肝 ) 的 
对 偶 空间 0"( 子 ) 的 一 个 子 集 ， 它 关于 弱 " 拓扑 显然 是 紧 致 的 , 可 
度量 化 的 、 将 这 种 拓扑 限制 到 Borel 测度 集 上 经 常 称 为 不 明确 拓 
扑 (vague topology), 

ig P=TMx (R/Z), P*==P U {co} 是 卫 的 一 点 紧 致 化 ， 可 以 
将 欧 拉 - 拉 格 朗 日 流 Bz 延 拓 至 卫 ”， 保 持 co RA. ATL 表示 
PY ER Dr 不 变 概率 测度 集合 . 

当然 , 对 拉 格 朗 日 流 而 言 , 在 P" 上 肯定 有 不 变 概率 测度 , 但 是 
如 采 此 测度 的 支 集 仅 在 无 限 远 点 , 这 种 测度 是 我 们 所 不 感 兴趣 的 。 
为 了 得 到 非 平凡 的 测度 ， 考 虑 v, 是 流 Bz 在 时 间 长 度 为 n% 内 的 轨 
道 ， 取 /为 在 其 上 平均 分 布 的 概率 测度 ， 显 然 


lem- Hal <2, 


由 于 概率 测度 空间 是 弱 * 紧 致 的 ， 可 以 取 到 凡是 An OER, OX 
上 的 任何 连续 函数 以 及 iER, 任何 no, >>0， 总 存在 nmno， 使 


|fuc@. du ud, dita| <s, s=0,% 


因此 ， 
fugar—| fuau| <|f 


fidau- wap 十 28 
<2e+ ful] | Dope — Hall 

<2e+2 ul 
因为 no 可 以 任意 大 , 而 e 可 以 任意 小 ， 所 以 


furan — ua | =0, 


.429 ， 


BD u FED ABE, RUE ww 的 任何 聚 点 总 是 D ANE AS, 
定义 拉 格 朗 日 量 在 测度 u 上 的 平均 作用 量 为 


A(u)={ Lau, 


取 A(co)=00, ERAF MEM, HRI A(m)<oo, PHM 
荆 有 以 上 四 条 要 求 , 我 们 知道 Alu) AAFF. 

在 Gz 不 变 测度 上 还 可 以 定义 旋转 向 量 p(). WM Eoi- 
形式 为 可 以 认为 和 是 TM-> 只 的 映射 , 在 每 一 根 纤维 上 线性 、 如 


果 上 是 一 个 波 沫 尔 概率 测度 ，| dj<oo, WANCI (u), MR 
ARES, wD RA, 那么 | Adu= 0， 所 以 ， 如 果 几 是 
不 变 的 , 存在 p(w) E HM, R), 使 得 关系 

<II, o(a) = Jadu 


MM 上 任何 闭 工 形式 均 成 立 ， 其 中 [和 ] 表 示 和 所 在 的 德 " 拉 姆 (G. 
-W. de Rham) 上 同调 类 , 而 4 "> 则 表示 上 同调 和 同调 之 间 的 正 
则 对 ， 因 此 , 对 每 一 个 MEM, 并 且 4(A)<co， 我 们 可 以 连带 一 
个 eu) CACM, R), 它 被 称 为 的 旋转 向 量 . 反 过 来 ,对 于 hE 
Hi(M, R), 总 存在 WE ML, HE AC) <co 而 plu) =h, 

Xj cE HM, R), 定义 


Ao(n) =A (u) ~<0, p(u)>= (E-m 


HPA M ERA LIBR, [A] =c WR Alu) =00, W Ao(u) = 
oo, 考虑 荆 - 和 ,显然 , 工 一 满足 工 所 具有 的 四 个 条 件 , 而 且 工 一 
A 的 拉 格 朗 日 方程 与 卫 的 拉 格 朗 日 方程 一 样 ， 因 此 4o 下 半 连 续 ， 
故而 取得 最 小 值 一 a(c)， 容 易 验 证 ， 集 合 {(c, 2), z>a(0)} Æ 
及:(M，RR) XR 上 的 凸 子 集 .在 此 意义 下 ,a(0) 是 五 (MM, 民 ) 的 凸 
函数 .既然 如 此 , Ro, HM, ROR, 表示 在 凸 变换 意义 下 c 的 
KHEM f 
—a*(h)= min{a (c) —<c, b>, 
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其 中 6 取 痪 H (M, R). BR, o WRU RU{+o}, a 
以 证 明 , a 只 在 只 上 了 到 值 . 根据 定义 ， 如 果 wEM,, A(u)<co, 
BBA a" (p(w))<ACw), B a" (h) ERER TEE h 的 不 变 概率 测量 
作用 量 的 下 界 . 

按照 如 上 定义 的 共 恩 关 系 ， 既然 a Ma 缘 处 处 有 限 ， 因 而 都 
具有 超 线性 增长 性 . 

& H={(e(u), 2E AM, RXR, wEM,, AC) <z}. 由 
FLVAR LAR 上 的 投影 有 相同 的 下 界 . BRE BOR, 可 
以 证 明 ue (w) {we M,; Alu) LEER. 由 于 M, 是 
Ri, APES, BBE ALM, ROR 凸 函数 的 上 境 
E (epigraph), B H={(c, z); cE H'(M, R), z>8(0)}. 根据 
w 的 定义 TABS, w= PB, XB BIT E we ANA EN BE FE 
在 性 定理 ， 

定理 83(J. 马 瑟 , 1091) 函数 wx HM, RHR M 6, HM, R) 
R LEA IEP BK, 都 具有 超 线 性 增长 性 ,对 于 hE HAM,R), 
有 

Bh)=min{Atp): pE Mz, p(w) =h}; 
ži cE HM, R), 有 
—a(o) =min{A,(m); wE Dz}, 

HABE RAK, FORBID, Wwe 
My, 使 得 上 述 任 一 关系 成 立 者 被 称 为 最 小 不 变 测 度 . 

对 动力 系统 理论 最 重要 的 不 变 概率 测度 是 遍历 测度 ， 所 谓 记 
历 测度 是 指 每 个 波 莱 尔 不 变 集 只 可 以 是 全 测 集 或 零 测 集 ， 作 为 凸 
SUL 的 极点 是 追 历 测度 .由 于 B6 具 有 超 线 性 增长 性 ， 它 的 上 境 
图 具有 无 穷 多 极点 ,让 (%， BB(h)) 表 示 的 一 个 极点 、 对 于 所 有 
HEM, 使 得 p(w) =h, AC) =B(h) 构 成 的 集合 的 极点 因而 总 是 
遍历 测度 ， 换 名 话说 如 果 (h, B(h)) 是 6 的 上 境 图 的 一 个 极点 , 则 
至 少 存在 一 个 遍历 测度 具有 旋转 向 量 4.。 对 于 这 样 的 遍历 测度 ， 
HERK. D. Birkhoff) 沪 历 定理 说 ，$ 的 几乎 所 有 轨道 有 
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旋转 向 量 及. 
lim = fac @)at=<0a, A> 


HM 上 的 每 一 个 闲 荆 形 式 成 立 . 

定理 3 只 是 证 明了 对 于 某 个 旋转 向 量 E 五 :CR) 存在 一 
个 最 小 不 变 测度 , 然而 , 这 一 不 变 测度 与 拉 格 朗 日 方程 定义 的 轨道 
有 什么 关系 呢 ?为 此 , RAE URS. i EM 
的 覆盖 空间 ， [a, JRARKEM, 7: [4, 8] 一 及 是 绝对 连续 曲 
R. 定义 作用 量 为 


A(”) -| Idare), t)dt, 


Kp a MoM 的 投影 由 于 7 绝对 连续 , dy 几乎 处 处 存在 , 关 
于 + 可 测 , 由 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 拉 格 朗 日 方程 定义 的 轨道 在 局 部 
上 是 极 小 化 子 ， 给 定 两 端点 ome 用 ， 若 存在 绝对 连续 函数 Yo: 
(a, b]—>M, (848 7 (a) ws、7(58) =a, 并 使 得 4(yo) =min A(7) 
者 ， 被 称 为 “固定 端点 的 极 小 化 子 .” 一 条 关于 t 定义 在 整个 民 上 
的 曲线 7: RÑ Rew LF, RRE BT A Cit 
小 化 相应 固定 端点 的 作用 总 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 也 称 在 扩张 的 切 
从 TMxR 上 的 轨道 (QL(t), HIME, Boa, ~E M R P 
上 的 曲线 称 为 极 小 化 子 当 且 仅 关 它 的 提升 证 应 或 TMx (R/Z) 上 
是 极 小 化 子 . 

HC ROM EO WR, RIG) = UTE), imod1)， 设 是 
P 上 的 波 莱 尔 概率 测度 , WIRE TK Ca, bl 并 且 
b-a 趋 于 无 穷 (i 二 1, 2，…), 使 得 jv 在 不 确定 拓扑 意义 下 趋 于 
pp ER 7 | [Gi, 5 均匀 平分 的 概率 测度 ), 我 们 称 几 是 一 个 《 的 
极限 测度 ， 在 此 曲线 上 的 极限 测度 集 显然 是 一 个 紧 集 ， 用 这 样 的 
语言 描述 , 我 们 有 

定理 4 设 5.R-> 应 是 一 个 极 小 化 子 , 并 且 

10) 一 zc 
< 


132 


那么 存在 OE AM, R), HBC 的 每 一 个 板 限 测度 极 小 化 Ao. 

SOC H1(M, R), 我 们 用 Mo REM, 上 极 小 化 Ao 的 
不 变 概率 测度 集 ， 显 然 , Me 是 一 个 紧 凸 集 . 用 supp Me HA Mo 
KER, H oC supp Mo, 对 2 的 任 一 邻 域 Os 总 存在 WE Mo, 使 得 
Ww(O:)>0. 

定理 5 HEMOCH'(M, R), WHE HO E suppNo 
内 的 每 一 条 轨道 都 是 Mb AME. 

关于 supp Mo 的 性 质 , 有 如 下 定理 : 

定理 6 suppMo BRK, m, suppVo>M x (R/Z) 是 内 射 ， 
它 的 递 具有 李 普 希 芯 性 质 ， 即 存在 常数 O， 使 得 对 任何 wyEn 
(supp Mo), 总 有 

dist{æ (a), a"(y)} <O dist{», y}. 


§15 ”二 自由 度 系统 中 KAM 环 面 附近 的 运动 图 象 


两 个 自由 度 哈密 顿 系 统 的 运动 与 多 自由 度 系统 有 很 大 的 差 
别 ， 对 两 个 自由 度 系统 而 言 ( 非 自治 情况 应 列 为 两 个 半 自由 度 )， 
由 于 系统 有 一 个 能 量 积分 , 所 以 相 空 间 可 以 分 层 为 一 族 等 能 量 面 ， 
等 能 量 面 上 的 二 维 KAM 环 面 将 三 维 空间 分 为 互 不 连通 的 两 部 分 . 
在 外 部 的 运动 不 可 能 到 内 部 , 反之 亦 然 ， 当 系统 近 可 积 时 , RNA 
道 存在 充分 多 的 KAM 环 面 , 这 些 环 面 将 整个 等 能 量 面 分 成 充分 多 
的 互 不 连通 的 区 域 ， 每 一 区 域内 的 运动 只 局 限于 本 区 域 ， 互 不 影 
响 、 为 讨论 方便 起 见 , 我 们 只 研究 庞 加 莱 映 射 , 即 离散 的 时 间 、 这 
相应 于 保 面积 映射 ,KAM 环 面 表现 为 闭 曲线 

在 一 个 KAM 环 面 附近 ， 可 以 有 动力 行为 大 不 一 样 的 几 种 运 
ah. 

Ci) 在 此 KAM 环 面 附近 的 其 他 KAM 环 面 , 他 们 具有 相同 的 
伦 型 ; 

Gi) 椭圆 周期 轨道 
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(ii) ARAB RGR EH KAM 环 面 ， 图 象 表现 为 一 些 
岛屿 ; 

Civ ) 在 不 可 微 临界 曲线 上 的 拟 周期 运动 3 

Cv ) 双 曲 型 周期 轨道 ; 

( vi ) 康 托 环 面 ; 

(vii) 同 宿 或 异 宿 轨道 ， 他 们 是 类 型 为 v 和 vi 这 样 不 变 集 
的 稳定 与 不 稳定 流 形 的 横 截 交集 ; 

(viii) 在 集合 g PAE AY- B SR (HA BH); 

(ix ) 随机 层 . 

考虑 一 个 二 维 保 面积 映射 , KAM 环 面 是 一 个 光滑 嵌入 的 闭 曲 
线 ， 在 此 曲线 上 的 运动 是 拟 周期 运动 ， 其 频率 满足 Diophantine 
HAE. 由 于 KAM 环 面 不 是 孤立 的 ， 我 们 只 须 考虑 两 个 KAM 闭 曲 
线 围 成 的 一 个 区 域 就 足够 了 ， 这 样 的 区 域 同 构 于 一 个 二 维 辛 圆 环 
域 . 因此 问题 简化 为 考虑 圆 环 域 上 的 保 面积 映射 ， 这 个 映射 保持 
两 边界 不 变 , Oalabi 不 变量 为 0, ATR, HH. 这 样 的 映射 了 具 
有 如 下 形式 的 哈密 顿 量 

H (a, ys) = Na) +h(, ys), (15.1) 


覆盖 映射 7.Rx [4, 9] 一 RX [a, J RAER] O, y) = (m, Y1), 

其 中 
mma Fooly) + (a, y), 
1 

A (15.2) 

2 一 幼 十 Go (, ya). 

0 (ys) = No(ys) FE ys 的 严格 单调 增 函 HK, (ys) >0, h, RX [a, 

OJOR Ës 的 周期 函数, AH, EWR Rx fa} RX {2} 上 为 常 

数 .。 是 小 扰动 。 如 果 有 不 是 解析 函数 ， 则 假定 及 其 足够 高 的 

导数 充分 小 、 由 于 到 目前 为 止 用 纯 数学 手段 还 不 能 完全 描述 所 有 

的 运动 ， 我 们 有 时 将 用 一 个 具体 的 例子 辅 之 以 数值 模拟 来 说 明 问 

题 。 这 个 例子 便 是 标准 映射 。 尽管 这 个 系统 和 (15.2) 不 完全 一 
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样 , (JETT LAUER CH, D-o, 9) He KAM 曲线 拉 直 (在 
提升 的 覆盖 空间 内 ) 而 将 我 们 的 注意 力 仅仅 局 限于 两 个 KAM 不 变 
曲线 之 间 ， 有 关 的 变量 还 是 以 ($， 了 ) 为 基本 变量 ， 相 应 的 哈密 由 
量 是 

H(4, 1) =4-T+—2; (-1-cos2ag), (15.8) 


2 dr’ 
相应 的 辛 映射 为 


| fi=ot+l, 
(15.4) 


k 
I,=I-3F sin 2a, 


此 模型 含有 一 个 参数 hb 一 - 般 认 为 (15.2) 所 有 可 能 的 动力 行为 都 
可 以 通过 适当 地 选择 五 而 由 模型 (15.4) 表 现 出 来 ， 下 面 按 本 节 开 
始 的 排列 顺序 来 研究 各 种 运动 图 象 . 

1. 环 域 中 旋转 一 周 的 KAM 曲线 (简称 为 环绕 KAM HR), R 
们 在 $7 中 证 明 的 就 是 这 种 不 变 曲 线 的 存在 性 ， 这样 的 曲线 不 
同 伦 于 一 点 , 即 它 不 能 连续 收缩 成 一 点 ， 根 据 以 前 的 证 明 , 当 扰 动 
充分 小 时 这 样 的 曲线 占据 了 相 空 间 的 大 部 分 ， 剩 余部 分 的 勒 贝 格 
测度 是 扰动 的 平方 根 量 级 ， 这 些 不 变 曲线 可 以 由 其 频率 来 参数 
化 , 相当 于 平移 $>b+0(mod 1), 

所 有 的 围绕 KAM 曲线 并 不 占据 相 空 间 的 全 部 ， 在 每 一 个 有 
理 曲 线 " 附 近 存 在 着 间隙, 这 样 的 区 域 由 方程 


ae A 
oo(y) z p (15.5) 


决定 . p 和 9 是 互 素 的 整数 . 

2. 周期 点 ， 在 由 (16.5) 决定 的 每 一 间隙 处 都 存在 着 至 少 两 
个 9 周期 轨道 ， 这 由 伯 克 霍 夫 不 动 点 定理 得 到 验证 .在 通 有 情况 
下 , 一 个 周期 轨 是 椭圆 型 的 ; 而 另 一 个 则 是 双 曲 型 的 。 记 周期 点 为 
(a, GEP i=1, 2,…, g), 在 z% 方 向 按 顺 序 排列 ,映射 (15.2) 
在 这 样 的 周期 点 上 是 置换 : (@:, Ys) (tigna, Virsma). 

在 椭圆 型 不 动 点 附近 可 以 求 伯 克 堆 夫 规范 型 ， 如 果 用 复 举 标 
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t=ao+ iy, 在 不 动 点 附近 映射 f: 20 有 如 下 形式 
m= Az+O({2|?), (15.6) 
A 的 特征 值 ABI 1, [Al =1. WR A AEB 4 阶 的 共 
RAH, Al, v= 1, 2, 8, 4, 我 们 可 以 找到 保 面积 变换 sz->w， 
使 得 在 包 坐 标 下 映射 了 为 
0, =Nexp(ivww)w+0(|w|*), 


四 到 新 的 作用 - 角 变 量 举 标 , r= Flw’, parg w, 我 们 便 得 到 


Te Il 
P= Pt R(r)+O(|r|*). 
如 果 了 充分 小 即 在 不 动 点 附近 ， 我 们 可 以 应 用 KAM 定理 得 到 围 
绕 此 不 动 点 的 不 变 曲线 , 所 以 我 们 可 已 研究 : 

3. 岛屿 与 KAM 集合 的 层次 ， 与 上 所 法 , 在 通 有 情况 下 , 椭圆 
型 周期 点 被 不 变 曲 线 所 包围 . 这 些 KAM 不 变 圈 与 上 面 提 到 的 KAM 
不 变 回 有 不 同 的 伦 型 ， 这 些 不 变 圈 可 以 连续 站 综 到 一 点 、 这 些 转 
实际 上 是 一 个 KAM 不 变 园 链 , 在 这 些 不 变 国 上 的 运动 是 拟 周期 而 
被 9 周期 调谐 、 这 是 前 面 所 列举 的 清 况 5 证， 这样 一 个 由 不 变 团 
包围 的 区 域 , 一 般 称 为 岛 同 ， 在 通 有 诺 况 下 , A A E 
是 有 这 种 岛屿 ， 在 共振 层 或 者 在 混 法 海中 ( 见 图 3- 图 3-2). 在 由 
这 样 的 KAM 不 变 圈 所 包围 的 区 域内 , 还 可 以 具有 更 深 一 层 但 相似 


的 结构 ， 如 此 可 以 无 穷 下 去 ， 形 成 一 种 自 相似 结构 ， 这 是 具有 两 
个 自由 度 的 哈密 顿 系统 的 典型 图 象 . 

现在 我 们 来 看 双 曲 型 周期 点 和 同窗 轨 ， 图 3-1 表明 一 个 双 曲 
型 周期 轨 与 档 昭 轨 同 时 存在 研究 了 在 周期 轨 Coo, mo, tea) 
附近 的 情况 , AT SABE f° 在 其 中 一 个 不 动 点 附近 的 情况 来 实 
现 ， 因 为 FLW, 所 以 (15.6) 式 中 A 的 特征 值 + 必然 
RXRA lal >1， 在 不 动 点 附近 可 以 选择 曲线 举 标 系 (不 一 定 是 
PUR), 使 得 映射 在 此 举 标 下 是 (X1, X) (Xs, 7x2), 
其 中 4-X+OCK。 Xa)", OER, MEZ, HXO WET, 
HFM, BI Wo 和 不 稳定 流 形 W). PW 
(20) ) JÈ ta 的 稳定 与 不 稳定 流 形 (OSE<g-1), Hee W"(e), 
thro 则 P(e) bre (koo); H EWC), D f(z) bozo b> 
~ 00), IE Wo) BH ND AR, 

A LIN SA RAPER Se Be AR, PEM ER 
Hit, MRC We) NW (a), H katoo 时 fe) 这 称 
HAR, 如 果 zEW'(zw) Wy) (jek, modg), fe) HAR 
FEMO, +1, £2, o). 这 种 轨道 是 随机 现象 的 一 个 重要 
组 成 部 分 ， 例如 对 标准 映射 (15.4)， 取 疡 = 工 .区 双击 型 不 动 点 是 
(- %)-(} 9)， 相 应 的 同 宿 相交 可 见 图 8-4、 它们 形成 一 
个 鲁 综 复杂 的 网 ， 一 个 同 宿 轨 的 存在 意味 着 无 穷 多 这 样 的 同 宿 
轨 ， 由 杭 截 相交 产生 的 同 宿 杀 引 起 的 另 一 现象 是 紧 康 托 不 变 集 ， 
具有 零 勒 中 格 测度 ,其 中 每 点 出 发 的 轨道 都 具有 双 曲 结构 ， 产生 
这 种 现象 的 机 制 是 所 亩 斯 梅 尔 马蹄 ， 在 这 个 不 变 集 上 的 运动 拓 提 
JET BTN Markov 链 而 且 具 有 正 的 拓扑 以， 由 于 这 个 集合 的 勒 
中 格 测度 为 0， 所 以 吝 数 信 计 算 而 言 是 不 可 昂 的 。 

到 此 我 们 已 研究 了 共振 区 内 双 内 周期 轨 以 及 它们 的 分 界线 。 
鞠 在 我 们 来 看 在 多 大 程度 上 围绕 回环 的 KAM 不 变 由 线 能 够 逼近 
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这 些 周 期 轨 和 分 界线 占据 的 区 域 .为 此 要 利用 著名 的 伯 克 霍 夫 定 
理 . 
定理 1( 伯 克 替 夫 ) RS 4h>4 保 一 个 具有 正 密度 的 测度 ， 

UCA 是 一 个 满足 如 下 条 件 的 子 集 ; 

(i) 也 在 4 中 的 闭 包 紧 ; 

(ii) U 微分 同 胚 于 XR; 

(iii) 存在 5>0 使 得 Tix [0, 6] cDU; 

(iv) U 是 它 的 闭 包 的 内 部 ; 

(v) URF f HH, Mf) =U, 
WO A PNW UU 是 .- 个 李 普 希 蒋 函 数 o: TOR, 的 图 . 

应 用 伯 克 置 夫 的 这 一 定理 , 可 以 得 出 这 样 的 结论 : 每 一 个 环绕 
KAM 不 变 曲 线 都 是 一 光滑 函数 的 图 . 

考虑 (15.2) 的 所 有 位 于 共振 区 (15.5) 中 双 曲 轨道 以 下 的 环 
绕 KAM 曲线 、 取 由 所 有 这 些 曲 线 作 为 上 边界 的 开 集 之 并 , 我 们 得 
到 开 集 了 满足 定理 (2.1) 的 条 件 .由 此 可 以 得 到 由 共振 关系 (15.5) 
确定 的 间隙 的 上 KAM 边界 曲线 SAM, 类 似 地 ， 我 们 也 得 到 下 
KAM 边界 曲线 TSA 事实 上 , 在 一 般 情 况 下 还 存在 第 三 个 KAM 
MAMA RARE), 称 为 内 部 边界 曲线 52”. 如 将 以 上 的 论 
证 应 用 到 椭圆 型 周期 轨 附 近 的 可 收缩 KAM RERE, TE 的 
存在 性 是 明显 的 。 此 内 部 KAM 边界 曲线 有 若干 部 分 , 其 数目 是 椭 
圆 型 轨道 数 乘 以 9。 这 些 曲线 是 临界 曲线 ， 不 是 KAM 不 变 曲 线 ， 
因为 后 者 在 其 两 侧 附近 还 有 KAM 不 变 曲线 . 根据 伯 克 霍 夫 的 这 
一 定理 ，TE 人 都 是 李 普 希 蒋 的 . 现在 考虑 间 除 以 上 的 所 有 不 变 
HA. 和 以 上 的 论证 一 样 ， 存 在 上 边界 曲线 了 +、 下 边界 曲线 工 - 
以 及 中 间 边 界 曲线 To。 一 个 自然 的 猜测 是 在 通 有 情况 下 T#^* = 
Dy a= +, 0, 但 在 个 别 情况 下 这 些 曲线 可 以 不 相同 .由 这 三 条 曲 
线圈 出 的 区 域 叫做 “共振 间隙 中 的 不 稳定 带 ”. 一 个 典型 的 不 稳定 
带 在 图 3-3 中 是 可 见 的 . 

数值 结果 显示 在 共振 间 辽 中 不 稳定 带 内 有 孔 ， 例 如 这 些 是 一 
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闲 包 (0<j<g 一 1) 并 不 充满 不 稳 
定 带 ， 我 们 称 这 个 闭 包 为 双 曲 型 
MRA Y= {2, 0<j<q-DER 
的 随机 层 ， 有 可 能 在 接近 共振 关 


系 G5.5)( 即 |- — 2) se 540, 


Ps 与 由 WWE) A SER BR P H 图 3-3 


不 同 的 双 曲 轨道 产生 出 不 同 的 随机 层 。 在 典型 的 情况 下 ,在 每 一 
不 稳定 区 内 存在 一 个 主要 的 随机 层 ， 同 时 共存 着 大 量 的 较 小 随机 
层 . 

一 个 典型 的 随机 层 看 上 去 像 一 个 非常 复杂 的 闭 集 ， 它 有 无 穷 
多 的 孔 ， 由 图 3-4 图 3-2, 8-7, 图 3-8 可 见 这 些 随机 层 的 图 象 。 

为 探讨 随机 层 的 构造 ， 我 们 考虑 标准 映射 (15.4)，( 参 数 取 
41.5) 不 动 点 (一 十 ，0) 一 (去 ，0) 处 的 随 宙 层 ， 这 时 , 此 映射 可 
MERT 到 自身 的 映射 ， 在 图 3-4(i) ~ (ati) he T 的 展开 , 一 
个 正方 形 {(4，D: -下 <%< 至， 一 可 <IS 吉 |， 此 不 动 点 7 由 
边缘 上 的 两 点 代表 ， 为 了 得 到 分 界线 WC) HR, 我们 运用 下 
列 方法 ， 首 先 , 在 附近 用 泰勒 展开 来 计算 WO) A WoR 
近 y 的 一 段 , 这 可 以 有 很 高 的 精度 ; 然后 ; 再 利用 映射 的 复合 迭代 
来 逐次 延伸” 图 3-4(GD) (il) 是 计算 出 的 图 象 ， 图 3-4(i) 表 示 
了 不 太 长 的 一 段 W:(y) 与 WW"(7), 横 截 同 宿 点 是 显而易见 的 . 更 
长 的 一 段 见 图 8-4 (41), 而 无限 长 > 的 情况 见 图 3-4(iii)。 一 个 
模 截 同 宿 相 交 引 起 了 无 穷 多 次 模 截 同 宿 相交 ， 这 样 的 结果 是 这 些 
分 离线 产生 了 “混沌 海 ”， 因为 此 刻 没有 环绕 的 不 变 曲线 ， 对 于 较 

Bg 


小 的 (这 里 过) 这 种 大 面积 

的 混合 是 不 发 生 的 ， 因 为 存在 着 

边界 曲线 , 它 限制 了 这 种 运动 ,这 
a PBB SAT MIAN 
发 生 ， 因 而 是 一 种 不 可 积 性 的 重 
要 特征 . 

对 这 种 标准 欧 射 ， 有 一 点 是 
ARH. PRELO 都 会 有 同 
ERRAR. Hel, RHO, 
这 种 系统 看 来 都 是 不 可 积 的 

到 目前 为 止 ， 随 机 层 的 结构 
还 不 清楚 ， 即 使 对 于 (15.4) 这 种 
标准 映射 ， 如 下 的 问题 也 悬 而 未 
决 ， 中 心 向 适 是 随机 层 的 测度 问 
是 

L. BEYLE GJS TUR W BE J 
BHIE? 

2. MIERE D A 
the 

3. MWEN A FF oy JE 
Blow — we 此 处 的 双 曲 结 
构 是 对 产 不 变 集合 4 定义 的 ,如 
RE TX LAR tE M 
LHRH, of Blo”, 不 一 定 连续 ， 
满足 下 列 性 质 ; 

(i) ow RF SRB, 

GD, Gi) FX EA ILE M 
Eae EN |"|， 存 在 定义 在 4 上 的 正 
可 测 函 数 入 s.c Mk AG eT SAB A<1-2, O 和 下 对 所 有 


140, 


Mie Z, cCABBASR 

OC f'(a)) < O(a) exp {e(2) |t|}, 

k( fi(a)) k(x) oxp {—e(a) ltl}, 
使 得 对 所 有 t>0, ce A, 

IT f'o (a) | <O(a) Nz) v(x) |, 

|T f'v"(x) | >O-*(a)a-*(a) Iv Cr) | 
o(a) w(x) ZI Ie A E 

a(a)>K (e). 
如 果 取 s=0, BR O(a) Mw) MK (a) Go KK, 那么 我 们 得 到 一 
致 双 曲 结构 的 定义 ， 如 果 % 是 了 的 不 动 点 ,上 述 双 曲 结构 和 双 曲 
型 不 动 点 的 含义 吻合 . 
在 8 14 中 我 们 已 经 研究 了 马 瑟 集 的 存在 性 ， 在 二 维 扭转 映 

射 中 的 马 瑟 集结 构 已 经 很 清楚 , 对 任意 中 存在 一 个 康 托 环 面 ，j 在 
此 环 面 上 的 运动 是 拟 周期 运动 95: shH>z 十 ot GEH tE Z), XA 
康 托 环 面 可 以 表示 为 一 个 定义 在 T+ 上 的 弱 保 序 了 映射 的 象 ， 不 
一 定 连续 , 而 了 在 此 象 C 上 的 运动 可 以 通过 下 列 交换 图 表示 ， 


区 
| 
€ 


这 种 运动 有 时 也 称 广义 拟 周期 运动 . 有 很 多 迹象 表明 , 在 一 般 情 
况 下 , 这 种 康 托 环 面 有 一 致 双 曲 结构 , 因此 , 由 一 般 的 稳定 -不 稳定 
流 形 理论 可 以 得 出 康 托 环 面 的 稳定 -不 稳定 流 形 、 这 些 流 形 的 图 
象 大 约 是 这 样 : HTCK AREHK, HASH 0>. 
由 于 0O 是 了 上 的 紧 集 ， 它 的 补 T\O 可 以 表示 为 一 些 互 不 相交 的 
开 集 的 并 . 表示 这 些 开 区 闻 为 L= (a, Bi)， 其 中 jEZ, 记 = 
(a), b=x(B). W'(F)={2ET, f), i +o} 就 是 
连接 a, I b 的 一 段 光滑 弧 of 的 全 体 , 类 似 地 也 可 以 给 出 W*( 儿 ) 
的 描述 .一 种 典型 的 of 和 cy 模 截 相交 构成 一 种 8 字形 . 


Go 
&, 
8 
f 
why 


AN— 
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如 果 康 托 环 面具 有 一 致 双 曲 结 


构 ，R. 8. MacKay 证明 如 上 的 开 qo A 

区 间 只 有 有 限 个 em， 为 简单 起 见 ， XE ae at 
设 只 有 一 个 这 样 很 容易 看 出 这 些 ON NS” 

RA A 围 成 的 区 域 面 积 是 相等 的 , 相 foo 

当 于 映射 每 作用 一 次 而 通过 7 的 

面积 ， 方 向 是 从 稳定 流 形 指向 不 稳 aoe 


定 流 形 ， 相 同 的 论证 可 以 应 用 于 B;， 用 形象 的 话说 , 这 像 一 个 旋 
转 门 ,一 次 只 出 入 一 个 人 ， 这 种 机 制 说 明了 相 空 间 中 面积 的 输 运 
WA. WRT 非常 接近 于 不 变 圈 , 9 的 间隙 就 很 小 , A), By 的 面 
积 相应 地 就 很 小 , 因而 通过 7 的 “ 流 ” 就 很 慢 . 在 极限 的 情况 下 .9 
是 一 个 不 变 图 , 通过 的 流量 自然 是 0， 如 果 通 过 的 流量 非常 小 .9 
一 般 称 为 具有 半 穿 透 性 的 障碍 这样 的 障碍 经 常 发 生 在 岛屿 边界 
附近 ， 这 就 是 为 什么 数值 结果 显示 运动 在 那里 逗留 较 长 时 间 的 原 
因 . 

在 一 可 积 系统 受 扰动 以 后 , 由 KAM 理论 , 大 部 分 不 系 曲线 仍然 
保留 下 来 ， 但 随 着 扰动 的 加 大 , 越 来 越 多 的 不 变 曲线 遭 到 破坏 . 同 
Bj, 我 们 也 知道 康 托 环 面 总 是 存在 的 ,它们 有 些 是 由 KAM 环 面 破 
裂 转 化 而 来 ， 探讨 这 种 转换 过 程 是 非常 有 趣 的 。， 如 上 面 所 提 及 . 
KAM 环 面具 有 不 可 穿 透 性 ， 而 课 托 环 面 则 是 具有 某 种 穿 透 性 的 障 
碍 物 ， 如 果 没 有 环绕 的 KAM 环 面 或 临界 不 变 曲线 存在 (只 有 康 托 
环 面 )， 就 至 少 有 一 点 的 轨道 可 以 在 径 向 从 内 边界 趋向 外 边界 ， 而 
只 要 有 一 条 不 变 曲线 , 在 径 向 就 不 可 能 有 全 局 输 运 性 质 ， 

作为 例子 ， 我 们 还 是 考虑 标准 映射 (15.4)， 让 上 从 小 到 大 变 
化 。 如 果 4 一 0,， 这 是 可 积 系 统 ， 所 有 曲线 y==consti 都 是 不 变 曲 
线 ， 对 正 的 但 足够 小 的 为 足够 多 的 运动 仍然 是 拟 周期 运动 ， 如 
时 增加 k, 越 来 越 多 的 KAM 环 面相 继 破 弄 ,而 成 为 康 托 环 面 。 数 


值 结果 表明 ， 最 稳定 的 不 变 曲线 的 旋转 数 oo 一 二 (V5 一 
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a6 图 3-7 
称 为 “黄金 曲线 ”, 这 是 因为 wo 的 连 分 数 表示 是 最 好 的 , 因此 
ap 一 (1 十 op) (15.7) 
1 


ar 一 一 一 
1+ 
1 


$ 
1 

HIF, 
即 只 需 用 “4 表示 。 根据 数值 结果 ， 对 慰 准 映射 (15.4) 而 言 ,大 的 
“临界 值 2 为 

kh).97169540681.…. (15.8) 
这 样 的 黄金 曲线 在 0<k<kk 时 存在 ， 当 k> 加 时 变 成 康 托 环 面 ， 
这 时 随机 层 全 部 连通 成 “混沌 海 *，。 如 果 上 = to 这 时 只 有 一 条 环绕 
的 不 变 曲线 ， 最 后 的 曲线 ， 它 具有 “黄金 分 割 率 "频率 coy (mod 1), 
很 自然 地 ， 可 以 假设 这 种 分 支 现象 可 以 作为 两 个 随机 层 互相 深 合 
的 模型 


816 多 自由 度 哈密 顿 系统 的 阿 诺 尔 德 扩 获 


此 处 所 谓 多 自由 度 , 是 指 自 由 度数 不 低 于 3， 在 n 维 空间 中 ， 
一 个 (n 一 让 维 闭 曲面 才 有 可 能 把 空间 分 为 互 不 连通 的 两 部 分 ， 例 
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如 了 TT" 而 比 (n 一 1) 维 还 要 低 的 曲面 是 做 不 到 这 一 点 的 . Ent 
自由 度 哈密 顿 系 统 (n>3) 中 , KAM 环 面具 有 % 维 、， 由 于 有 能 量 积 
分 , 所 以 系统 的 运动 限制 在 (2n 一 1) 维 曲面 上 ， 当 n> 时 , n 维 环 
面 是 不 可 能 把 (2n 一 1) 维 空间 分 隔 成 互 不 连通 的 两 部 分 的 。 因 此 ， 
即便 存在 有 充分 多 的 KAM 环 面 , 在 等 能 量 面 上 的 一 点 也 可 以 跑 得 
很 远 ， 这 里 “很 远 * 的 意思 是 指 相应 的 作用 量变 化 可 以 很 大 ， 注 意 
KAM 环 面 存 在 于 近 可 积 系统 中 ， 而 在 KAM 环 面 上 任 一 点 的 轨道 
上 相应 的 作用 量变 化 是 很 小 的 如果 KAM 环 面 能 够 将 空间 分 成 
为 互 不 连通 的 两 部 分 , WAE KAM 环 面 之 间 的 运动 而 引起 的 作用 
量变 化 也 必须 很 小 (两 个 自由 度 哈密 顿 系统 就 是 这 样 )， 因 此 这 种 
作用 量变 化 可 以 很 大 的 情况 是 多 自由 度 系 统 所 特有 的 ， 比 较 令 人 
惊讶 的 运动 , 一 般 称 之 为 阿 诺 尔 德 扩散 . 
现在 人 们 相信 阿 诺 尔 德 扩散 过 程 与 共振 层 内 的 低 维 不 变 环 面 
和 马 瑟 集 的 存在 有 很 大 关系 ， 在 811 中 我 们 研究 了 共振 层 内 
的 低 维 不 变 环 面 、 设 KAM 形式 的 哈密 顿 量 为 H(p, g)=N(p) + 
P(p，g),. ET" RN WEHA RAE A RERBA k H, 
det(Hess N) 0, WAKAT ZEAR E 2 Fy E R 
AE. HFEMARRXR(mM<n), 
<k, o(p) =0. é=1,2,-+,m (16.1) 
如 果 存 在 mp=pe 俩 上 式 成 立 ， 在 作用 量 空间 po 的 邻 域内 一 定 存在 
一 经 过 po 的 (% 一 m) 维 曲面 3,-w， 上 面 所 有 点 卷 满足 共振 关系 
(16.1), i m=1, 2, =, nw 一 1, 容易 看 出 满足 这 种 关系 的 集合 在 
作 月 景 空间 中 形成 一 稠密 集合 ，、 在 (n 一 m) 维 曲面 3,-m 上 , 绝 大 
SRS) AAP ELAM Diophantine 条 件 ， 当 m=1 时 , (7p) 是 p 的 
ER, on. 满足 Dionhantine RH, 本 书 第 2 章 已 经 证 明 , 至 少 
存在 一 个 fw-1) 维 仿 继 环 面 ,上面 的 氢 周 期 频率 是 onm. EA 
TEDL, 此 低 徐 环 面 是 双 曲 型 的 上 对 任意 II<m<m 车 对 系统 
加 上 一 些 非 退化 条 件 , 也 已 经 证 明 至 少 存在 一 个 (n 一 m) 维 低 维 环 
而 .需要 指出 的 是 , 对 m=1， 轨 是 凸 的 情况 ,这 种 存在 性 不 依赖 
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于 扰动 的 具体 形式 , 即 | 了 1<s 而 s 与 卫 的 具体 形式 无 关 ， 而 对 
1-<m<n, 即使 对 扰动 加 上 一 些 非 退 化 条 件 , 抗 动 的 上 界 也 与 扰动 
的 形式 有 关 ， 实 际 上 ， 作 者 认为 ， 对 0<m<m 在 Erm 上 存在 充 
分 接近 全 测 的 正 勒 贝 格 测度 集 Lam. Xi pE Ln- MB n HEH 
HERE, 至 少 存在 着 (m 二 1) 个 n 一 m 不 变 环 面 、 但 是 , 双 曲 型 
的 只 有 一 个 ， 其 他 是 双 曲 - 菠 圆 混合 型 以 及 一 个 椭圆 型 不 变 环 面 , 
瘦 见 于 文献 称 之 为 “ 带 须 (whiskered) 环 面 ”的 , 就 是 指 那个 双 曲 型 
低 维 环 面 . 

带 须 环 面 .9 的 定义 如 下 ， 存 在 两 个 光滑 的 内 射 浸入 
Tx VX, Vcr 是 包含 原点 的 开 集 , 使 得 

(1) PDX) WCT); 

Cii) DY" | mwxto 一 为 一 个 决定 T 的 嵌入 ; 

(ili) 存在 6 二 0, 使 得 B,= {zER" |s| <e} CV", 
Wo (T"*x B,) 是 拉 格 朗 日 流 形 , 并 且 

WT) = (J FTX B.) 


ti 


WHT) =) f'E Tx B), 


这 里 的 ER E R E SE eA 

这 些 低 维 不 变 环 面 的 稳定 与 不 稳定 流 形 在 共振 层 内 延伸 ， 各 
个 不 同 的 共振 关系 所 对 应 的 低 维 不 变 环 面 的 稳定 (不 稳定 ) 流 形 可 
以 与 不 稳定 (稳定 ) 流 形 相交 。 记 Ta T 是 两 个 低 维 不 变 环 面 ， 设 
2E W (T1) NW" (T2), 根据 We" 的 定义 , f*(w) 对 所 有 t 有 定义 ， 
PPE Y= Uf) EW (TANW T). 这样 的 轨道 称 为 异 
宿 轨 道 。 对 于 离散 时 间 系统 ， 如 果 稳 定 与 不 稳定 流 形 在 7 UR 
相交 、 称 这 样 的 轨道 是 模 截 的 。 而 对 于 连续 时 间 系 统 则 需 加 上 等 
能 量 面 上 模 截 相交 这 样 的 条 件 . 

除去 以 上 严格 的 共振 关系 以 外 , 还 有 一 些 拟 共振 关系 , 即 频率 
向 量 与 整数 不 可 公 度 , 但 也 不 满足 Diophantine RH, 对 二 维 保 
面积 映射 , 马 瑟 已 经 证 明 , 具有 如 上 特征 的 频率 所 对 应 的 环 面 可 以 
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被 任意 小 的 扰动 所 破坏 、 在 高 维系 统 中 ， 我 们 有 理由 相信 这 样 的 
环 面 也 可 以 被 任意 小 的 扰动 所 破坏 . 在 这 种 情况 下 ， 低 维 不 变 环 
面 不 可 能 存在 .但 是 , 应 用 马 瑟 的 理论 , 我 们 知道 存在 着 相应 的 马 
瑟 集 ， 这 种 马 瑟 集 一 般 处 于 由 严格 共振 关系 而 产生 的 共振 层 之 
间 . 这 种 集合 具有 半 同 宿 轨道 中 ,因而 可 以 和 其 他 低 维 不 变 环 面 
ZA PERO, 

共振 区 的 结构 与 系统 是 否 是 二 自由 度 或 多 自由 度 有 极 大 的 
差别 .对 于 二 自由 度 系统 ， 这 种 间隙 形 如 Ga。=T?Xxa，aCR 是 开 
R, 形成 一 组 互 不 连通 开 区 间 的 并 . 而 在 多 自由 度 系统 中 , 这 些 共 
振 区 互相 交叉 ， 形 成 一 个 由 无 穷 多 相互 连通 的 带 状 区 域 构成 的 笛 
密集 ， 这 些 区 域 的 骨干, 共振 超 平面 

Lnm= {OE R", <m, w) =mo} 

构成 所 谓 阿 诺尔 德 网 、 从 共振 区 里 的 任意 一 点 出 发 , 可 以 在 共振 
区 内 走 到 相 空 间 中 任 一 点 的 任意 小 邻 域 中 .这 就 导致 如 下 的 猜测 
近 可 积 多 自由 度 险 密 顿 系统 的 一 个 典型 情况 是 拓扑 不 稳定 性 ， 在 
任 一 点 的 任 一 邻 域 中 , 通过 这 样 的 轨 线 , 沿 着 这 些 轨 线 作用 变量 可 
以 远离 初始 值 , 达到 工 的 量 级 .这 就 是 所 谓 的 “ 阿 诺 尔 德 扩散 ” 迄 
今 为 止 , 要 曾 明 阿 诺 尔 德 扩散 的 机 制 ， 给 出 明晰 的 图 象 ， 还 十 分 困 
难 . 不 过 , 有 一 些 描述 看 上 去 还 是 可 以 接受 的 ， 如 果 具 有 KAM 型 
的 哈密 顿 量 的 主 部 具有 柯 尔 葛 哥 洛 夫 非 退 化 性 ， 至 少 在 局 部 范围 
内 作用 量 空间 和 频率 空间 是 一 一 对 应 的 ， 因 而 我 们 在 作用 量 空间 
内 也 可 得 到 一 张 阿 诺尔 德 网 , 有 许多 相互 交 又 的 间 阶 , 或 称 之 为 通 
道 , RRMA MBF co 而 趋 于 0. 在 每 一 个 共振 关系 确定 的 通 
道内 , 作用 量 可 以 改变 而 到 达 两 个 或 更 多 通道 的 交叉 口 , 而 后 改变 
方向 沿 着 另 一 条 通道 改变 . 这 种 过 程 有 点 像 在 迷宫 中 的 随机 行走 ， 
由 于 阿 湛 尔 德 网 的 稠密 性 和 连通 性 , 从 任 一 点 出 发 , 轨道 在 经 过 充 
分 长 的 时 间 以 后 , 充分 多 次 反复 以 上 的 过 程 , 以 至 于 作用 量 远 远 偏 
离 初始 值 . 

值得 指出 ， 利 用 变 分 方法 在 一 些 条 件 下 人 们 已 经 证 明了 双 昌 
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SSE 不 变 集 之 间 的 连续 的 存在 
性 ， 而 利用 遮盖 引 理 (shad- 
owing lemma) 人 们 有 理由 
预料 在 充分 接近 异 宿 轨 道 
《连接 ) 的 点 出 发 (不 在 异 宿 
轨道 或 连接 上 ) 可 以 到 达 某 


0 一 个 低 维 不 变 环 面 或 不 变 集 
mss 附近 ， 然 后 再 沿 着 靠近 另 一 
异 宿 轨 或 连接 的 道路 而 到 达 另 一 不 变 环 面 或 不 变 集 附 近 ， 从 而 形 


成 阿 诺 尔 德 扩散 . 
尽管 阿 诺 尔 德 扩散 的 机 制 与 图 象 还 不 十 分 清楚 ， 但 有 一 点 已 
经 很 明确 ， 即 扩散 的 速度 是 十 分 缓慢 的 ，N. Nehoroshey'® 在 对 
哈密 顿 函数 的 主 部 加 上 一 定 的 (但 不 很 苗 刻 ) 条 件 后 得 到 对 于 充分 
小 的 扰动 ， 
Ip(#) —p(0) | < V 0<i<i exp (8-0) 


Hh ab 是 正常 数 , 依赖 于 主 部 N(p) 
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